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О РАЗРЕШИМОСТИ И ГЛАДКОСТИ РЕШЕНИЯ

ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ВО ВСЕМ

ПРОСТРАНСТВЕ, СВЯЗАННОЙ С НЕКОЭРЦИТИВНОЙ

ФОРМОЙ

С.А. ИСХОКОВ, Б.А. РАХМОНОВ

Аннотация. Исследуется разрешимость вариационной задачи Дирихле для одного
класса вырождающихся эллиптических операторов высшего порядка во всем 𝑛-мерном
евклидовом пространстве, коэффициенты которых имеют степенное вырождение на
бесконечности. Постановка исследуемой задачи связана с интегро-дифференциальной
полуторалинейной формой, которая может не удовлетворять условию коэрцитивности.
Ранее вариационная задача Дирихле для вырождающихся эллиптических операторов,
связанных с некоэрцитивными формами, исследовалась, в основном, в случае огра-
ниченной области, и применялся метод, основанный на конечном разбиении единицы
области. В отличие от этого, в настоящей работе применяется специальное бесконечное
разбиение единицы всего евклидова пространства конечной кратности.
Применяемый метод основан на элементах теории пространств дифференцируемых

функций многих вещественных переменных со степенным весом. Граничные условия
в исследуемой задачи считаются однородными в том смысле, что решение исследу-
емой задачи ищется в функциональном пространстве, в котором плотно множество
бесконечно дифференцируемых финитных функций.
Рассматриваемый дифференциальный оператор зависит от комплексного параметра

𝜆, и существование и единственность решения вариационной задачи Дирихле доказы-
вается в случае, когда 𝜆 принадлежит некоторому угловому сектору с вершиной в нуле,
содержащим отрицательную часть действительной оси. При дополнительных условиях
на гладкость коэффициентов и правой части уравнения изучаются дифференциальные
свойства решения исследуемой задачи.

Ключевые слова: вариационная задача Дирихле, эллиптический оператор, степенное
вырождение, некоэрцитивная форма, гладкость решения.

Mathematics Subject Classification: 35J35, 35D30, 35J40, 35J70, 46E35

1. Введение

Разрешимость вариационной задачи Дирихле для различных классов вырождающихся
эллиптических операторов хорошо изучена в случае, когда полуторалинейные формы, свя-
занные с исследуемыми операторами, удовлетворяют условию коэрцитивности (см. [1]–[8]
и имеющуюся в них библиографию). Случай эллиптических операторов, ассоциирован-
ных с некоэрцитивными полуторалинейными формами, является технически сложным
и сравнительно мало изучен. Этот случай впервые был рассмотрен К.Х. Бойматовым в

S.A. Iskhokov, B.A. Rakhmonov, Solvability and smoothness of solution to variational

Dirichlet problem in entire space associated with a non-coercive form.

c○Исхоков С.А., Рахмонов Б.А. 2020.
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работе [9] и позже в работах [10]–[18]. В этих работах (за исключением [13], [18]) исследо-
вались операторы, заданные в ограниченной области, а операторы, рассмотренные в рабо-
тах [13], [18], заданы в неограниченных областях, которые очень близки к ограниченным
(предельно-цилиндрическая область с нулевым диаметром на бесконечности и некоторые
ее обобщения).
В отличие от вышеперечисленных работ, здесь впервые рассматривается случай вырож-

дающихся эллиптических операторов, заданных во всем 𝑛-мерном евклидовом простран-
стве R𝑛 и ассоциированных с некоэрцитивными полуторалинейными формами. Изучается
разрешимость вариационной задачи Дирихле с параметром. Подобные внешние задачи
Дирихле для вырождающихся эллиптических операторов в случае коэрцитивности соот-
ветствующих форм ранее изучались в работах [2], [3]. Применяемый нами метод основан
на использовании элементов теории весовых функциональных пространств. Поэтому во
втором разделе приведены необходимые определения функциональных пространств со
степенными весами и сформулированы их основные свойства. В третьем разделе дока-
зывается однозначная разрешимость однородной вариационной задачи Дирихле. Здесь
однородность граничных условий понимается в том смысле, что решение исследуемой за-
дачи ищется в функциональном пространстве, в котором плотно множество бесконечно
дифференцируемых финитных функций. В четвертом разделе сформулирован результат
о гладкости решения исследуемой задачи.
Разработанная в нашей работе техника позволяет в дальнейшим исследовать подобные

вопросы для других видов неограниченных областей (внешность ограниченной области,
полупространство, бесконечная цилиндрическая область и т.д.).

2. Функциональные пространства

Пусть R𝑛 – 𝑛-мерное евклидово пространство точек 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),
𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑛) – мультииндекс, |𝑘| = 𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑛 – длина мультииндекса 𝑘.
Обозначим через 𝑢(𝑘)(𝑥) обобщенную в смысле С.Л. Соболева производную функции 𝑢(𝑥)
мультииндекса 𝑘. Пусть 𝑑(𝑥) = (1+|𝑥|2)−1/2, 𝑟 – натуральное, 𝛼, 𝛿, 𝑝 – вещественные числа
и 1 6 𝑝 < ∞. Символом 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼,𝛿(R
𝑛) обозначим пространство функций 𝑢(𝑥), определенных

во всем пространстве R𝑛, имеющих все обобщенные в смысле С.Л. Соболева производные
порядка 𝑟 с конечной нормой⃦⃦

𝑢; 𝑊 𝑟
𝑝, 𝛼, 𝛿(R

𝑛)
⃦⃦

=
{︀⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

𝑝, 𝛼(R𝑛)
⃦⃦𝑝

+ ‖𝑢; 𝐿𝑝, 𝛿(R
𝑛)‖𝑝

}︀1/𝑝
,

где ⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

𝑝, 𝛼(R𝑛)
⃦⃦

=

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑟

∫︁
𝑑𝑝𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

,

‖𝑢; 𝐿𝑝, 𝛿(R
𝑛)‖ =

{︂∫︁
𝑑𝑝𝛿(𝑥)|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

}︂1/𝑝

.

Здесь и далее в этой работе в интегралах по всему пространству R𝑛 мы опускаем символ
R𝑛. Наряду с пространством 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼,𝛿(R
𝑛) определим также пространства 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(R𝑛), 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(R𝑛)

соответственно с нормами⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟

𝑝, 𝛼(R𝑛)
⃦⃦

=

{︂⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑟

𝑝, 𝛼(R𝑛)
⃦⃦𝑝

+

∫︁
𝐾𝑅

|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
}︂1/𝑝

,

⃦⃦
𝑢; 𝑉 𝑟

𝑝, 𝛼(R𝑛)
⃦⃦

=

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|6𝑟

∫︁
𝑑𝑝(𝛼+𝑟−|𝑘|)(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

. (2.1)

Здесь 𝐾𝑅 – шар радиуса 𝑅 > 0 с центром в начале координат.
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Символом 𝑉 −𝑟
𝑞,−𝛼(R𝑛), где 𝑞 = 𝑝/(𝑝 − 1), обозначим пространство антилинейных непре-

рывных функционалов 𝐹 над пространством 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(R𝑛), наделенное нормой сопряженного

пространства.
Если 𝐵 – какое-либо из пространств 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼,𝛿(R
𝑛), 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(R𝑛), то символом 𝐵 мы будем
обозначать замыкание 𝐶∞

0 (R𝑛) в норме этого пространства.
Сформулируем основные свойства пространства 𝑉 𝑟

𝑝,𝛼(R𝑛), которые следуют из соответ-
ствующих результатов работ [4, 19, 20].

Теорема 2.1. При всех 𝑟 ∈ N, 𝛼 ∈ (−∞, +∞), 𝑝 ∈ (1, +∞) справедливы следующие
утверждения:
1) множество 𝐶∞

0 (R𝑛) плотно в пространстве 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(R𝑛);

2) норма (2.1) пространства 𝑉 𝑟
𝑝,𝛼(R𝑛) эквивалентна следующей величине

‖𝑢;𝑉 𝑟
𝑝;𝛼(R𝑛)‖* =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑟

∫︁
𝑑𝑝𝛼(𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥+

∫︁
𝑑𝑝(𝛼+𝑟)(𝑥)|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

; (2.2)

3) для любого натурального числа 𝑚 имеют место вложения

𝑉 𝑟+𝑚
𝑝;𝛼−𝑚(R𝑛) → 𝑉 𝑟

𝑝;𝛼(R𝑛), 𝑉 −𝑟+𝑚
𝑞,−𝛼−𝑚(R𝑛) → 𝑉 −𝑟

𝑞,−𝛼(R𝑛).

4) Пусть 𝑛/𝑝− 𝛼 /∈ {1, 2, . . . , 𝑟}. Тогда справедливо равенство

𝑊̊ 𝑟
𝑝,𝛼(R𝑛) = 𝑉 𝑟

𝑝,𝛼(R𝑛).

Пространство 𝑊 𝑟
𝑝, 𝛼(R𝑛) введено Л.Д. Кудрявцевым и хорошо изучено в работах [21],

[22] (см. также [3]).
В следующем пункте при оценке некоторых вспомогательных форм нам понадобит-

ся лемма 2.2 из [6]. Ниже приведем в удобной для нас форме утверждение этой леммы
применительно к пространствам дифференцируемых функций многих вещественных пе-
ременных во всем пространстве R𝑛 со степенным весом.

Лемма 2.1. Пусть целое число 𝑚 ∈ [0, 𝑟), 𝑝 ≥ 1, 1 6 𝑞1 6 𝑞0, а число 𝑞0 удовлетворяет
условиям {︃

1
𝑝
− 𝑟−𝑚

𝑛
< 1

𝑞0
, при 𝑛− (𝑟 −𝑚)𝑝 > 0;

𝑞0 − любое конечное число, при 𝑛− (𝑟 −𝑚)𝑝 6 0.

Тогда для любого 𝜀 > 0 и всех 𝑣 ∈ 𝑉 𝑟
𝑝, 𝛼(R𝑛) справедливо неравенство⃦⃦⃦

𝑣; 𝐿𝑚
𝑞0, 𝛼−𝑛

𝑝
+ 𝑛

𝑞0
+𝑟−𝑚(R𝑛)

⃦⃦⃦
6 𝜀

⃦⃦
𝑣; 𝑉 𝑟

𝑝, 𝛼(R𝑛)
⃦⃦
* + 𝑐0𝜀

−𝜇
⃦⃦⃦
𝑣; 𝐿𝑞1, 𝛼−𝑛

𝑝
+ 𝑛

𝑞1
+𝑟(R

𝑛)
⃦⃦⃦
,

где

𝜇 =
𝑞−1
1 − 𝑞−1

0 +𝑚𝑛−1

𝑞−1
0 − 𝑝−1 + (𝑟 −𝑚)𝑛−1

.

3. Разрешимость однородной вариационной задачи Дирихле

Далее в этом разделе предположим, что 𝑟 – натуральное, 𝛼, 𝛿 – вещественные числа,
удовлетворяющие условию 𝛿 6 𝛼+𝑟, и для удобства записи символом 𝐻+ обозначим замы-
кание класса 𝐶∞

0 (R𝑛) в норме пространства 𝐻+ = 𝑊 𝑟
2,𝛼,𝛿(R

𝑛), а символом 𝐻− – пополнение
пространства 𝐻0 = 𝐿2,𝛿(R

𝑛) по норме

‖𝑓‖− = sup
0 ̸=𝑢∈𝐻+

|(𝑓, 𝑢)𝛿|
‖𝑢‖+

.
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Здесь и далее ‖ · ‖+ – норма в пространстве 𝐻+, и

(𝑓, 𝑢)𝛿 =

∫︁
𝑑2𝛿(𝑥)𝑓(𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥 −

скалярное произведение в 𝐻0. Норму в пространстве 𝐻0 обозначим через ‖ · ‖𝛿. Элементы
пространства 𝐻− отождествляются с соответствующими антилинейными непрерывными
функционалами над 𝐻+. Действие функционала 𝐹 ∈ 𝐻− на функцию 𝑢 ∈ 𝐻+ будем
обозначать через < 𝐹, 𝑢 >. Таким образом, мы получили тройку плотно вложенных про-
странств𝐻+ → 𝐻0 → 𝐻−. Эту тройку называют (см. [23, гл.1] ) оснащенным гильбертовым

пространством, 𝐻+ – позитивным, а 𝐻− – негативным пространствами.
Отметим, что ‖𝑢;𝑉 𝑟

𝑝;𝛼(R𝑛)‖* 6 ‖𝑢;𝑊 𝑟
𝑝;𝛼, 𝛿(R

𝑛)‖ при 𝛿 6 𝑟 + 𝛼 и в силу эквивалентности
норм (2.1) и (2.2) при 𝛿 6 𝛼 + 𝑟 имеют места неравенства∫︁

𝑑2𝛼+2𝑟−2|𝑘|(𝑥)
⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥 6𝑀1‖𝑢‖+ (3.1)

для всех 𝑢 ∈ 𝐻+ и |𝑘| 6 𝑟; число 𝑀1 > 0 не зависит от 𝑢.
В дальнейшем через 𝑀2, 𝑀3, . . . обозначаются различные положительные постоянные,

точные значения которых не существенны.
На функциях 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛) рассмотрим полуторалинейную форму

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑢

(𝑘), 𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)
)︀
𝛼+𝑟

, (3.2)

коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥) которой являются ограниченными комплекснозначными измери-
мыми функциями. Далее исследуется разрешимость следующей вариационной задачи
Дирихле, связанной с формой (3.2).

Задача 𝐷𝜆. Для заданного функционала 𝐹 ∈ 𝐻− требуется найти решение 𝑢(𝑥) ∈ 𝐻+

уравнения

𝐵𝜆[𝑢, 𝑣]
def
= 𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆 (𝑢, 𝑣)𝛿 =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛). (3.3)

Отметим, что любое решение уравнения (3.3) называется обобщенным решением диф-
ференциального уравнения∑︁

|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(−1)|𝑙|
(︀
𝑑2𝑟+2𝛼−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)

)︀(𝑙)
+ 𝜆𝑑2𝛿(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝐹, 𝑥 ∈ R𝑛.

Наряду с формой (3.2) вводим следующую функцию

𝐴(𝑥, 𝜁) =
∑︁

|𝑘|,|𝑙|6𝑟

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑘𝜁𝑙,

определенную для всех 𝑥 ∈ R𝑛 и любого набора комплексных чисел 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|6𝑟.

Предположим, что для всех 𝑥 ∈ R𝑛, и любого набора комплексных чисел 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|6𝑟

выполнены условия
|arg𝐴(𝑥, 𝜁)| < 𝜙, (3.4)∑︁

|𝑘|=𝑟

|𝜁𝑘|2 6𝑀2Re {𝛾(𝑥)𝐴(𝑥, 𝜁)} , (3.5)

где 𝜙 – некоторое число из интервала (𝜋/2, 𝜋), 𝛾(𝑥) – всюду непрерывная, отличная от
нуля комплекснозначная функция со следующим свойством: для любого числа 𝜈 > 0
существует число 𝑅𝜈 > 0 такое, что

|𝛾(𝑥) − 𝛾(𝑦)| < 𝜈 (3.6)

для всех 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 таких, что |𝑥| > 𝑅𝜈 , |𝑦| > 𝑅𝜈 .
Здесь и далее считается, что функция arg𝑧 принимает значения из (−𝜋, 𝜋].
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Отметим, что исследование разрешимости вариационной задачи Дирихле, связанной с
некоэрцитивной формой, приведенное в работах [9]–[17] в случае ограниченной области,
основано на конечном разбиении единицы рассматриваемой области. В отличие от это-
го, здесь мы применяем бесконечное разбиение единицы пространства R𝑛, построенное в
следующей лемме.

Лемма 3.1. Пусть функция 𝛾(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, удовлетворяет условию (3.6) и пусть 𝜈 –
достаточно малое положительное число. Тогда существуют неотрицательные функции
𝜙𝑚(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛), 𝜂𝑚(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛), 𝑚 = 1, 2, . . . , такие, что:

а) система функций {𝜙2
𝑚(𝑥)}∞𝑚=1 образует разбиение единицы пространства R𝑛 с ко-

нечной кратностью, то есть
∞∑︁

𝑚=1

𝜙2
𝑚(𝑥) ≡ 1, 𝑥 ∈ R𝑛, (3.7)

и если 𝜒𝑚(𝑥) – характеристическая функция множества supp𝜙𝑚, то существует ко-
нечное число Λ𝑛, зависящее только от 𝑛, такое, что

1 6
∞∑︁

𝑚=1

𝜒𝑚(𝑥) 6 Λ𝑛 для всех 𝑥 ∈ R𝑛;

б) функция 𝜂𝑚(𝑥) обращается в единицу в некоторой окрестности множества
𝑠𝑢𝑝𝑝𝜙𝑚(𝑥) и 0 6 𝜂𝑚(𝑥) 6 1 для всех 𝑥 ∈ R𝑛;
в) производные функции 𝜙𝑚(𝑥), 𝜂𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . , удовлетворяют следующим нера-

венствам ⃒⃒
𝜙(𝑘)
𝑚 (𝑥)

⃒⃒
6 𝐶1 𝑑

|𝑘|(𝑥),
⃒⃒
𝜂(𝑘)𝑚 (𝑥)

⃒⃒
6 𝐶2 𝑑

|𝑘|(𝑥), |𝑘| 6 𝑟, (3.8)

где положительные числа 𝐶1, 𝐶2 не зависят от 𝑚 и 𝑟;
г) |𝛾(𝑥) − 𝛾(𝑦)| < 𝜈 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ supp 𝜂𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . ..

Доказательство. Действуя так же, как в доказательстве леммы 7.1 работы [24], строится
разбиение единицы

∞∑︁
𝑚=1

𝜓𝑚(𝑥) ≡ 1 (𝑥 ∈ R𝑛)

кратности Λ𝑛 6 (10)9𝑛, где неотрицательные функции 𝜓1, 𝜓2, . . . , из 𝐶
∞
0 (R𝑛) удовлетво-

ряют неравенствам ⃒⃒
𝜓(𝑘)
𝑚 (𝑥)

⃒⃒
6 𝐶 ′

1 𝑑
|𝑘|(𝑥), (𝑥 ∈ R𝑛, 𝑚 = 1, 2, . . .) ,

|𝑥− 𝑦|𝑑(𝑥) 6 1 (𝑥, 𝑦 ∈ supp𝜓𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . .) .

Положим

𝜙𝑚(𝑥) = 𝜓𝑚(𝑥)

(︃
∞∑︁
𝑗=1

𝜓2
𝑗 (𝑥)

)︃−1/2

, 𝜂𝑚(𝑥) =
∑︁′

𝜙𝑗(𝑥)

(︃
+∞∑︁
𝑖=1

𝜙𝑖(𝑥)

)︃−1

𝑚 = 1, 2, . . . .

где
∑︀′ обозначает суммирование только по тем индексам 𝑗, для которых 𝜙𝑚(𝑥)𝜙𝑗(𝑥) ̸≡ 0.

Эти функции обладают свойствами а) – в). Так как отличная от нуля комплекснозначная
функция 𝛾(𝑥) всюду непрерывна и для любого числа 𝜈 > 0 существует число 𝑅𝜈 > 0
такое, что (см. (3.6) ) |𝛾(𝑥) − 𝛾(𝑦)| < 𝜈 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 таких, что |𝑥| > 𝑅𝜈 , |𝑦| > 𝑅𝜈 , то
утверждение п. г может не выполняться для конечного числа индексов 𝑚. В этом случае,
для тех индексов 𝑚, для которых не выполняется утверждение п. г, представляя функции
𝜙𝑚(𝑥), 𝜂𝑚(𝑥) в виде суммы конечного числа подобных функций, можно добиться того, что
утверждение п. г будет выполняться при всех 𝑚 = 1, 2, . . ..



18 С.А. ИСХОКОВ, Б.А. РАХМОНОВ

Ниже мы неоднократно будем использовать лемму 2.2 из [25]. Сформулируем эту лемму
в удобной для нас форме.

Лемма 3.2. Пусть Λ𝑛, 𝜒𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . , – такие же объекты, как в лемме 3.1. Пусть
оператор 𝑇 имеет вид

𝑇 =
+∞∑︁
𝑚=1

𝜒𝑚𝑇𝑚𝜒𝑚,

где 𝑇1, 𝑇2, . . . – последовательность непрерывных операторов в 𝐿𝑝(R
𝑛) таких, что

Λ = sup
𝑚=1, 2, ...

‖𝑇𝑚‖𝑝 < +∞,

где число 𝑝 ∈ (1, +∞). Тогда 𝑇 – ограниченный оператор и выполняется неравенство

‖𝑇‖𝑝 6 Λ
1/𝑝
𝑛 Λ.

Здесь ‖𝑇‖𝑝 обозначает норму непрерывного оператора 𝑇 : 𝐿𝑝(R
𝑛) → 𝐿𝑝(R

𝑛).

Теперь сформулируем основной результат настоящей работы.

Теорема 3.1. Пусть 𝛿 6 𝛼 + 𝑟 и выполнены условия (3.4)–(3.6). Тогда существует
сектор 𝑆 ⊂ {𝑧 ∈ 𝐶 : |arg 𝑧| < 𝜋 − 𝜙} ∪ {0} с вершиной в нуле и положительное число 𝜎0
такие, что если 𝜆 ∈ 𝑆 и |𝜆| ≥ 𝜎0, то для любого заданного функционала 𝐹 ∈ 𝐻− задача
𝐷𝜆 имеет единственное решение, и при этом справедлива оценка

‖𝑢‖+ 6𝑀3 ‖𝐹‖− , (3.9)

где число 𝑀3 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ 𝑆 и функционала 𝐹 .

Доказательство. Пусть 𝜙𝑚(𝑥), 𝜂𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . – такие же функции, как в лемме 3.1.
В каждом множестве supp𝜙𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . ., фиксируем точку 𝑥𝑚 и рассмотрим форму

𝐵
(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =

∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︁
𝑑−|𝑘|𝑎

(0)
𝑘𝑙𝑚𝑢

(𝑘), 𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)
)︁
𝛼+𝑟

+ 𝜆 (𝑢, 𝑣)𝛿 ,

где

𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥) = (1 − 𝜂𝑚(𝑥))𝛾(𝑥𝑚)𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝛾(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥).

Из ограниченности коэффициентов 𝑎𝑘𝑙(𝑥), |𝑘|, |𝑙| 6 𝑟, следует ограниченность коэффи-

циентов 𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥). Поэтому, применяя неравенство Коши-Буняковского и (3.1), имеем⃒⃒⃒

𝐵
(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]

⃒⃒⃒
6𝑀4

∫︁ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

𝑑2𝛼+2𝑟−|𝑘|−|𝑙|(𝑥)
⃒⃒
𝑢(𝑘)(𝑥)

⃒⃒ ⃒⃒
𝑣(𝑙)(𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥+

+ |𝜆|
∫︁
𝑑2𝛿|𝑢(𝑥)||𝑣(𝑥)|𝑑𝑥 6𝑀1(𝑀4 + |𝜆|)‖𝑢‖+ · ‖𝑣‖+ (3.10)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻+.
Из условия (3.5) следует, что

Re

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥)𝜁𝑖𝜁𝑗

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁
|𝑘|=𝑟

|𝜁𝑘|2

для всех 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑥 ∈ R𝑛, 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|6𝑟 ⊂ 𝐶. Подставляя в этом неравенстве

𝜁𝑘 = 𝑑𝛼+𝑟−|𝑘|(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥), после интегрирования по R𝑛, получим

Re 𝐵
(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] ≥ 𝐶0‖𝑢‖2+ (Re𝜆 ≥ 1) (3.11)

для всех 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑢 ∈ 𝐻+.
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Теперь рассмотрим полуторалинейную форму

ℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =

∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︀
𝑑−|𝑘|̂︀𝑎𝑘𝑙𝑚𝑢(𝑘), 𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)

)︀
𝛼+𝑟

+ 𝜆 (𝑢, 𝑣)𝛿 ,

где ̂︀𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = [(1 − 𝜂𝑚(𝑥))𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥)]𝛾(𝑥𝑚).

Так как 𝑎
(0)
𝑘𝑙𝑚(𝑥)−̂︀𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = 𝜂𝑚(𝑥)(𝛾(𝑥)− 𝛾(𝑥𝑚))𝑎𝑘𝑙(𝑥), и коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥) ограниче-

ны, то, действуя так же, как в доказательстве неравенства (3.10), получим

|𝐵(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] − ℬ(0)

𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]| 6𝑀5 Λ ‖𝑢‖+ · ‖𝑣‖+

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻+. Здесь Λ = sup |𝜂𝑚(𝑥)(𝛾(𝑥) − 𝛾(𝑥𝑚))|, где супремум берется по всем
𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и всем 𝑚 = 1, 2, 3, . . ..
Применяя это неравенство, из (3.11) находим

𝐶0‖𝑢‖2+ 6 Re
(︁
𝐵

(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] − ℬ(0)

𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]
)︁

+ Reℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] 6

6 Reℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] +𝑀5 Λ ‖𝑢‖2+, 𝑢 ∈ 𝐻+. (3.12)

Так как
|𝜂𝑚(𝑥)(𝛾(𝑥) − 𝛾(𝑥𝑚))| < 𝜈, 𝑥 ∈ supp 𝜂𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

и 𝜈 – достаточно малое положительное число, то из (3.12) следует, что

𝑐0‖𝑢‖2+ 6 Reℬ(0)
𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢], Re𝜆 ≥ 1, 𝑢 ∈ 𝐻+. (3.13)

Вводим следующую полуторалинейную форму

ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝑢

(𝑘), 𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)
)︀
𝛼+𝑟

+ 𝜆 (𝑢, 𝑣)𝛿 , (3.14)

где
𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = (1 − 𝜂𝑚(𝑥))𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚) + 𝜂𝑚(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥).

Заметим, что 𝛾(𝑥𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] = ℬ(0)
𝜆𝑚;𝑚[𝑢, 𝑣], где 𝜆𝑚 = 𝜆𝛾(𝑥𝑚). Поэтому из неравенства (3.13)

следует, что при Re𝛾(𝑥𝑚)𝜆 ≥ 1

𝑐0‖𝑢‖2+ 6 Re {𝛾(𝑥𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} , 𝑢 ∈ 𝐻+. (3.15)

В силу (3.4) неравенство (3.5) будет выполняться также и в том случае, если 𝛾(𝑥) заме-
нить на exp(𝑖𝜃(𝑥)), где

𝜃(𝑥) = min {𝜙− 𝜋/2, |arg 𝛾(𝑥)|} (sign arg 𝛾(𝑥)).

Далее через 𝑆 обозначим замкнутый угловой сектор на комплексной плоскости с вер-
шиной в нуле такой, что |𝜃(𝑥) + arg 𝑧| < 𝜋/2 для всех 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑧 ∈ 𝑆. Заметим, что
𝑆 ⊂ {𝑧 ∈ 𝐶 : |arg 𝑧| < 𝜋 − 𝜙 < 𝜋/2} ∪ {0}.
Таким образом, из неравенства (3.15) следует, что

𝑐0‖𝑢‖2+ 6 Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0) (3.16)

для всех 𝑢 ∈ 𝐻+. Здесь и далее 𝜎0 – некоторое положительное число и 𝜃𝑚 = 𝜃(𝑥𝑚),
𝑚 = 1, 2, . . . .
Поступая так же, как в доказательстве неравенства (3.10), находим

|ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣]| 6𝑀6(𝑀4 + |𝜆|)‖𝑢‖+ · ‖𝑣‖+, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻+. (3.17)

Неравенства (3.16), (3.17) позволяют нам применить обобщенную теорему Лакса-
Мильграма (см. [1, теорема 2.0.1] ), согласно которой существует оператор

ℛ𝑚(𝜆) : 𝐻− → 𝐻+
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такой, что

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[ℛ𝑚(𝜆)𝐹, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ (3.18)

для всех 𝐹 ∈ 𝐻− и всех 𝑣 ∈ 𝐻+;

‖ℛ𝑚(𝜆)𝐹‖+ 6𝑀7 ‖𝐹‖− (3.19)

для всех 𝐹 ∈ 𝐻−. Здесь число 𝑀7 не зависит от 𝐹 и от 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0.
Далее, обозначим оператор умножения на функцию 𝜙𝑚 снова этим же символом и вве-

дем оператор

ℛ(𝜆) =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)𝜙𝑚ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚, (3.20)

который действует из 𝐻− в 𝐻+.
Используя неравенство (3.11) и ограниченность коэффициентов 𝑎𝑘𝑙, |𝑘|, |𝑙| 6 𝑟, легко

доказывается, что оператор R(𝜆), определенный равенством

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ = 𝐵𝜆[ℛ(𝜆)𝐹, 𝑣] (∀𝑣 ∈ 𝐻+), (3.21)

действует из 𝐻− в 𝐻−.
Функции 𝜙2

𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . , образуют разбиение единицы в R𝑛 (см. (3.7)). Поэтому

для всех 𝐹 ∈ 𝐻0 и всех 𝑣 ∈ 𝐻+ выполняются следующие равенства

⟨𝐹, 𝑣⟩ = (𝐹, 𝑣)𝛿 =
∞∑︁

𝑚=1

∫︁
𝜙2
𝑚(𝑥)𝑑2𝛿(𝑥)𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∑︁
𝑚=1

(𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣)𝛿. (3.22)

Напомним, что (·, ·)𝛿 – скалярное произведение в 𝐻0 = 𝐿2, 𝛿(R
𝑛), и, как прежде, все

интегралы берутся по R𝑛.
Так как 𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) = (1−𝜂𝑚(𝑥))𝑎𝑘𝑙(𝑥𝑚)+𝜂𝑚(𝑥)𝑎𝑘𝑙(𝑥), и функция 𝜂𝑚(𝑥) обращается в едини-

цу в некоторой окрестности множества supp𝜙𝑚, то функции 𝑎𝑘𝑙𝑚(𝑥) и 𝑎𝑘𝑙(𝑥) на множестве
supp𝜙𝑚 совпадают. Поэтому из равенств (3.2), (3.20) и (3.21) следует, что

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)

{︃ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘(𝜙𝑚ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹 ), 𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)
)︀
𝛼+𝑟

+

+ 𝜆 (ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣)𝛿

}︃
. (3.23)

Здесь и далее символ 𝐷𝑘 обозначает дифференцирование мультииндекса 𝑘.
Пусть 𝐹 ∈ 𝐻0. В равенстве (3.18) заменим 𝐹 на 𝜙𝑚𝐹 , и 𝑣 – на 𝜙𝑚𝑣:

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣] = (𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣)𝛿.

Отсюда с учетом равенства (3.14) следует, что

(𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣)𝛿 = exp(𝑖𝜃𝑚)

{︃ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘 (ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹 ) , 𝑑−|𝑙|𝐷𝑙(𝜙𝑚𝑣)
)︀
𝛼+𝑟

+

+ 𝜆 (ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣)𝛿

}︃
.
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Суммируя это равенство по 𝑚 от 1 до ∞, в силу (3.22), имеем

⟨𝐹, 𝑣⟩ = (𝐹, 𝑣)𝛿 =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)

{︃ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘 (ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹 ) , 𝑑−|𝑙|𝐷𝑙 (𝜙𝑚𝑣)
)︀
𝛼+𝑟

+

+ 𝜆 (ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹, 𝜙𝑚𝑣)𝛿

}︃
.

Отсюда и из (3.23) следует, что

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩ =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁

|𝑘|,|𝑙|6𝑟

{︂(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘 (𝜙𝑚ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹 ) , 𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)
)︀
𝛼+𝑟

−

−
(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘 (ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹 ) , 𝑑−|𝑙|𝐷𝑙 (𝜙𝑚𝑣)
)︀
𝛼+𝑟

}︂
. (3.24)

Вводим обозначение
𝑈𝑚,𝜆 = ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹, 𝑚 = 1, 2, . . . . (3.25)

и запишем (3.24) в виде

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩ = K𝜆[𝐹, 𝑣] + L𝜆[𝐹, 𝑣], (3.26)

где

K𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁(1)

𝐶𝑘′′

𝑘′

(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝜙

(𝑘′)
𝑚 𝑈

(𝑘′′)
𝑚,𝛿,𝜆, 𝑑

−|𝑙|𝑣(𝑙)
)︁
𝛼+𝑟

, (3.27)

L𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁(2)

𝐶 𝑙′′

𝑙′

(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝑈

(𝑘)
𝑚,𝛿,𝜆, 𝑑

−|𝑙|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑣(𝑙

′′)
)︁
𝛼+𝑟

. (3.28)

Здесь и далее символ
∑︀(1) обозначает суммирование по мультииндексам 𝑘, 𝑙, 𝑘′, 𝑘′′ та-

ким, что 𝑘 = 𝑘′ + 𝑘′′, 𝑘′ ̸= 0, |𝑘|, |𝑙| 6 𝑟, и символ
∑︀(2) обозначает суммирование по

мультииндексам 𝑘, 𝑙, 𝑙′, 𝑙′′ таким, что 𝑙 = 𝑙′ + 𝑙′′, 𝑙′ ̸= 0, |𝑘|, |𝑙| 6 𝑟.
Далее оценим абсолютное значение правых частей (3.27), (3.28). Сначала докажем, что

для всех 𝐹 ∈ 𝐻−, 𝑣 ∈ 𝐻+ справедливо неравенство

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| 6 𝜔1(|𝜆|)‖𝐹‖− · ‖𝑣‖+ (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0) , (3.29)

где положительная функция 𝜔1(𝑡), 𝑡 > 0, такая, что 𝜔1(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞.
Рассмотрим симметричную форму̃︀ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] =

1

2

{︁
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆𝑚[𝑢, 𝑣] + exp(−𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑣, 𝑢]

}︁
, (3.30)

Из (3.16) следует, что

𝑐0‖𝑢‖2+ 6 ̃︀ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢], 𝑢 ∈ 𝐻+. (3.31)

Поэтому

𝑐0‖𝑢‖2𝛿 6 ̃︀ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢], 𝑢 ∈ 𝐻+. (3.32)

Тогда в силу известной теоремы из функционального анализа (см., например, [26,
с.214]) существует самосопряженный оператор 𝐵𝑚(𝜆), действующий в пространстве 𝐻0 =
𝐿2,𝛿(R

𝑛), такой, что

‖𝐵1/2
𝑚 (𝜆)𝑢‖2𝛿 =

(︀
𝐵1/2

𝑚 (𝜆)𝑢, 𝐵1/2
𝑚 (𝜆)𝑢

)︀
𝛿

= ̃︀ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢] = Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} , (3.33)

𝐷( ̃︀ℬ𝜆;𝑚) = 𝐻+.

Отсюда и из (3.32) следует, что

‖𝐵1/2
𝑚 (𝜆)𝑢‖𝛿 ≥ 𝑐0‖𝑢‖+ (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0, 𝑢 ∈ 𝐻+). (3.34)
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Далее, используя (3.1), имеем⃦⃦
𝑑𝛼+𝑟−|𝑘|𝑢(𝑘)

⃦⃦
0
6𝑀8‖𝐵1/2

𝑚 (𝜆)𝑢‖𝛿 (|𝑘| 6 𝑟).

Следовательно, при 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0, |𝑘| 6 𝑟, операторы 𝑑𝛼+𝑟−|𝑘|−𝛿𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝑚 (𝜆) ограничены:⃦⃦

𝑑𝛼+𝑟−|𝑘|𝐷𝑘𝐵−1/2
𝑚 (𝜆)𝑢

⃦⃦
0
6𝑀8‖𝑢‖𝛿. (3.35)

Пусть мультииндексы 𝑘, 𝑘′′ такие, что 0 ̸= |𝑘′′| < |𝑘| 6 𝑟. При 𝑘′ = 𝑘 − 𝑘′′ , используя
(3.8), имеем ⃦⃦⃦

𝑑𝛼+𝑟−|𝑘|𝜙(𝑘′)
𝑚 𝑢(𝑘

′′)
⃦⃦⃦
0
6 𝐶1

⃦⃦⃦
𝑑𝛼+𝑟−|𝑘′′|𝑢(𝑘

′′)
⃦⃦⃦
0
.

Так как |𝑘′′| < |𝑘| 6 𝑟 и 𝛿 6 𝑟 + 𝛼, то с помощью леммы 2.1 доказывается, что⃦⃦⃦
𝑑𝛼+𝑟−|𝑘′′|𝑢(𝑘

′′)
⃦⃦⃦
0
< 𝜀‖𝑢‖+ +𝐾(𝜀) ‖𝑢‖𝛿 , 𝑢 ∈ 𝐻+. (3.36)

Здесь 𝜀 > 0 – достаточно малое положительное число и величина 𝐾(𝜀) такая, что

𝐾(𝜀) → +∞ при 𝜀→ +0. (3.37)

Далее в процессе доказательства вместо𝑀 ·𝐾(𝜀), где𝑀 – некоторое положительное число,
мы снова будем писать 𝐾(𝜀).
В силу (3.34) из (3.36) следует, что⃦⃦⃦

𝑑𝛼+𝑟−|𝑘′′|𝑢(𝑘
′′)
⃦⃦⃦2
0
< 𝜀2‖𝐵1/2

𝑚 (𝜆)𝑢‖2𝛿 +𝐾(𝜀)2 ‖𝑢‖2𝛿 .

Далее, ввиду равенства (3.33) имеем⃦⃦⃦
𝑑𝛼+𝑟−|𝑘′′|𝑢(𝑘

′′)
⃦⃦⃦2
0
6 𝜀2Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} +𝐾(𝜀)2 ‖𝑢‖2𝛿 .

Используя (3.14), оценим правую часть этого неравенства

𝜀2Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} +𝐾(𝜀)2
⃦⃦
𝑑𝛿𝑢
⃦⃦2
0

=

= 𝜀2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝑢

(𝑘), 𝑑−|𝑙|𝑢(𝑙)
)︀
𝛼+𝑟

+ 𝜆
⃦⃦
𝑑𝛿𝑢
⃦⃦2
0

⎞⎠⎫⎬⎭+𝐾(𝜀)2 ‖𝑢‖2𝛿 6

6 𝜀2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝑢

(𝑘), 𝑑−|𝑙|𝑢(𝑙)
)︀
𝛼+𝑟

+ Λ(|𝜆|, 𝜀) ‖𝑢‖2𝛿

⎞⎠⎫⎬⎭ ,

где Λ(|𝜆|, 𝜀) – непрерывная положительная функция, удовлетворяющая условию
|𝜆| +𝐾(𝜀)2𝜀−2 6 cos (𝜙− 𝜋/2)Λ(|𝜆|, 𝜀). В силу (3.37), не ограничивая общности, можно
считать, что 𝐾(𝜀)2𝜀−2 → +∞ при 𝜀 → 0+. Поэтому из полученного выше неравенства
при |𝜆| = 1/𝜀 следует, что⃦⃦⃦

𝑑𝛼+𝑟−|𝑘′′|𝑢(𝑘
′′)
⃦⃦⃦2
0
6

6 𝜀2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝑢

(𝑘), 𝑑−|𝑙|𝑢(𝑙)
)︀
𝛼+𝑟

+ 𝑝(𝜀) ‖𝑢‖2𝛿

⎞⎠⎫⎬⎭ , (3.38)

где 𝑝(𝜀) = Λ(1/𝜀, 𝜀). Заметим, что 𝑝(𝜀) → ∞ при 𝜀 → 0. Обозначим через 𝑞(·) функцию,
обратную относительно 𝑝(𝜀). Тогда при 𝜀 = 𝑞(|𝜆|), то есть |𝜆| = 𝑝(𝜀), из (3.38) следует⃦⃦⃦

𝑑𝛼+𝑟−|𝑘′′|𝑢(𝑘
′′)
⃦⃦⃦2
0
6 𝑞(𝜆)2Re

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑚)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|,|𝑙|6𝑟

(︀
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝑢

(𝑘), 𝑑−|𝑙|𝑢(𝑙)
)︀
𝛼+𝑟

+ 𝜆 ‖𝑢‖2𝛿

⎞⎠⎫⎬⎭ .
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Здесь 𝑞(𝑡) – положительная непрерывная функция, определенная для 𝑡 > 0, и такая, что
𝑞(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞. Из полученного выше неравенства в силу (3.14), (3.33) имеем⃦⃦⃦

𝑑𝛼+𝑟−|𝑘′′|𝑢(𝑘
′′)
⃦⃦⃦
0
6 𝑞(|𝜆|)‖𝐵1/2

𝑚 (𝜆)𝑢‖𝛿, 𝑢 ∈ 𝐻+. (3.39)

Это неравенство доказано в случае 0 ̸= |𝑘′′| < |𝑘|. Ниже докажем, что оно имеет место
и в случае |𝑘′′| = 0.
Пусть 𝜆 ∈ 𝑆 и |𝜆| > 𝜎0, где 𝜎0 > 0 – такое же число, как в (3.34). Тогда, используя (3.30),

имеем

‖𝐵1/2
𝑚 (𝜆)𝑢‖2𝛿 = Re {exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]} = ‖𝐵1/2

𝑚 (𝜆0)𝑢‖2𝛿 + Re {exp(𝑖𝜃𝑚)(𝜆− 𝜎0)} ‖𝑢‖2𝛿 ≥
≥ Re {exp(𝑖𝜃𝑚)(𝜆− 𝜎0)} ‖𝑢‖2𝛿 .

Следовательно,

‖𝑢‖2𝛿 6
1

Re {exp(𝑖𝜃𝑚)(𝜆− 𝜎0)}
‖𝐵1/2

𝑚 (𝜆)𝑢‖2𝛿 . (3.40)

Вводя обозначение

𝑞(𝜆) =
1√︀

Re {exp(𝑖𝜃𝑚)(𝜆− 𝜎0)}
и учитывая неравенство 𝑑𝑟+𝛼(𝑥) 6 𝑑𝛿(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, из (3.40) получим (3.39) при |𝑘′′| = 0.
Согласно неравенствам (3.16), (3.17), форма exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] замкнута и секториальна

в пространстве 𝐻0. Поэтому, в силу утверждения i) теоремы 2.1 из [27, гл. 6], существует
такой 𝑚 – секториальный оператор 𝐴𝑚(𝜆), что

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] = (𝐴𝑚(𝜆)𝑢, 𝑣)𝛿 ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝐴𝑚(𝜆)) ⊂ 𝐻+, ∀𝑣 ∈ 𝐻+. (3.41)

Пусть 𝑓 ∈ 𝐻0. Тогда ℛ𝑚(𝜆)𝑓 ∈ 𝐻+, и ввиду равенства (3.18)

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[ℛ𝑚(𝜆)𝑓, 𝑣] = ⟨𝑓, 𝑣⟩ = (𝑓, 𝑣)𝛿

для всех 𝑣 ∈ 𝐻+. Согласно утверждению iii) теоремы 2.1 из [27, гл. 6], если для

𝑢 ∈ 𝐻+, 𝑤 ∈ 𝐻0, выполняется равенство

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑣] = (𝑤, 𝑣)𝛿 ∀𝑣 ∈ 𝐻+,

то 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴𝑚(𝜆)) и 𝐴𝑚(𝜆)𝑢 = 𝑤. Поэтому

(𝐴𝑚(𝜆)ℛ𝑚(𝜆)𝑓, 𝑣)𝛿 = ⟨𝑓, 𝑣⟩ = (𝑓, 𝑣)𝛿 ∀𝑣 ∈ 𝐻+.

Отсюда следует 𝐴𝑚(𝜆)ℛ𝑚(𝜆)𝑓 = 𝑓 ∀𝑓 ∈ 𝐻0, и, следовательно,

ℛ𝑚(𝜆)𝑓 = 𝐴−1
𝑚 (𝜆)𝑓 ∀𝑓 ∈ 𝐻0. (3.42)

Пусть𝐵𝑚(𝜆) – самосопряженный оператор, порожденный формой (3.30). Из неравенства
(3.34) следует, что ⃦⃦

𝐵1/2
𝑚 (𝜆)𝑢

⃦⃦
𝛿
≥ 𝑐0 ‖𝑢‖𝛿 ∀𝑢 ∈ 𝐻+ (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0).

Отсюда следует обратимость оператора 𝐵
1/2
𝑚 (𝜆) при 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0. Применяя теорему 3.2

из [27, гл. 6] , получим представление

𝐴−1
𝑚 (𝜆) = 𝐵−1/2

𝑚 (𝜆)𝑋𝑚(𝜆)𝐵−1/2
𝑚 (𝜆) (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0), (3.43)

где 𝑋𝑚(𝜆) – некоторый ограниченный оператор в 𝐻0, и его норма ‖𝑋𝑚(𝜆)‖ не превосходит
числа 𝑀1 > 0, не зависящего от 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0.
Теперь переходим к непосредственному доказательству оценки (3.29). Равенство (3.27)

перепишем в виде

K𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁(1)

𝐶𝑘′′

𝑘′

(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝜙

(𝑘′)
𝑚 𝑈

(𝑘′′)
𝑚,𝜆 , 𝑑

−|𝑙|𝑣(𝑙)
)︁
𝛼+𝑟

. (3.44)
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Пусть 𝐹 ∈ 𝐻0. Используя равенства (3.41) – (3.44), имеем

K𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

∑︁(1)
𝐶𝑘′′

𝑘′ exp(𝑖𝜃𝑚)
(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝜙

(𝑘′)
𝑚 𝐷𝑘′′𝐴−1

𝑚 (𝜆)𝜙𝑚𝐹, 𝑑
−|𝑙|𝑣(𝑙)

)︁
𝛼+𝑟

=

=
∞∑︁

𝑚=1

∑︁(1)
𝐶𝑘′′

𝑘′ exp(𝑖𝜃𝑚)(𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝜙
(𝑘′)
𝑚 𝐷𝑘′′𝐵−1/2

𝑚 (𝜆)𝑋𝑚(𝜆)𝐵−1/2
𝑚 (𝜆)𝜙𝑚𝐹, 𝑑

−|𝑙|𝑣(𝑙)(𝑥))𝛼+𝑟.

Далее, применяя лемму 3.2 и неравенство Коши – Буняковского, имеем

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| 6𝑀9Λ𝑛 sup
𝑚=1, 2, ...

∑︁(3)
⃦⃦⃦
T𝑘′,𝑘′′

𝑚 (𝜆)𝑉𝑚,𝜆

⃦⃦⃦
𝑟+𝛼

·
⃦⃦
𝑑−|𝑙|𝑣(𝑙)(𝑥)

⃦⃦
𝑟+𝛼

, (3.45)

где
T𝑘′,𝑘′′

𝑚 (𝜆) = 𝑑−|𝑘′|−|𝑘′′|𝜙(𝑘′)
𝑚 𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘′′𝐵−1/2
𝑚 (𝜆), 𝑉𝑚,𝜆 = 𝑋𝑚(𝜆)𝐵−1/2

𝑚 (𝜆)𝜙𝑚𝐹 (3.46)

и символом
∑︀(3) обозначено суммирование по мультииндексам 𝑘′, 𝑘′′ таким, что

|𝑘′| + |𝑘′′| 6 𝑟 и 𝑘′ ̸= 0.
В силу неравенства (3.1) из (3.45) следует

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| 6𝑀10‖𝑣‖+ · sup
𝑚=1, 2, ...

∑︁(3)
⃦⃦⃦
T𝑘′,𝑘′′

𝑚 (𝜆)𝑉𝑚,𝜆

⃦⃦⃦
𝑟+𝛼

, (3.47)

Пусть 𝜎0 – положительное число, такое же, как в (3.43). Тогда при |𝜆| > 𝜎0 в силу
равенства (3.33) имеем⃦⃦

𝐵1/2
𝑚 (𝜆)𝑢

⃦⃦2
𝛿

= Re
{︀

exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜆;𝑚[𝑢, 𝑢]
}︀
≥ Re

{︀
exp(𝑖𝜃𝑚)ℬ𝜎0;𝑚[𝑢, 𝑢]

}︀
=
⃦⃦
𝐵1/2

𝑚 (𝜎0)𝑢
⃦⃦2
𝛿
. (3.48)

Следовательно, ⃦⃦
𝐵−1/2

𝑚 (𝜆)𝜙𝑚𝐹
⃦⃦
𝛿
6𝑀11

⃦⃦
𝐵−1/2

𝑚 (𝜎0)𝜙𝑚𝐹
⃦⃦
𝛿
. (3.49)

Ниже мы будем воспользоваться равенством

‖𝑓‖𝛿 = sup |(𝑓, 𝑣)𝛿|, (3.50)

где супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛), таким, что ‖𝑣‖𝛿 = 1.

При 𝜆 = 𝜎0 из равенства (3.33) имеем
(︁
𝐵

1/2
𝑚 (𝜎0)𝑢, 𝐵

1/2
𝑚 (𝜎0)𝑣

)︁
𝛿

= ̃︀ℬ𝜎0;𝑚[𝑢, 𝑣]. С другой
стороны, ̃︀ℬ𝜎0;𝑚[𝑢, 𝑢] ≥ 𝑐1‖𝑢‖2+,⃒⃒⃒ ̃︀ℬ𝜎0;𝑚[𝑢, 𝑣]

⃒⃒⃒
6𝑀1(𝑀0 + 𝜎0)‖𝑢‖+ · ‖𝑣‖+ (3.51)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻+. Поэтому, согласно теореме Лакса – Мильграма, уравнение̃︀ℬ𝜎0;𝑚[𝑢, ̂︀𝑣] = (𝑤, ̂︀𝑣)𝛿 ∀̂︀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛)

имеет решение для любого 𝑤 ∈ 𝐻0 = 𝐿2,𝛿(R
𝑛). Следовательно, функцию 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛) в

(3.50) можно представить в виде 𝑣 = 𝐵
1/2
𝑚 (𝜎0)𝑤, то есть

‖𝑓‖𝛿 = sup
⃒⃒(︀
𝑓, 𝐵1/2

𝑚 (𝜎0)𝑤
)︀
𝛿

⃒⃒
,

где супремум берется по всем 𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛) таким, что

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝑚 (𝜎0)𝑤

⃦⃦⃦
𝛿

= 1.

С другой стороны, в классе 𝐶∞
0 (R𝑛) нормы ‖𝑣‖+ и

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝑚 (𝜎0)𝑣

⃦⃦⃦
𝛿
эквивалентны.

Поэтому⃦⃦
𝐵−1/2

𝑚 (𝜎0)𝜙𝑚𝐹
⃦⃦
𝛿

= sup
⃒⃒(︀
𝐵−1/2

𝑚 (𝜎0)𝜙𝑚𝐹,𝑤
)︀
𝛿

⃒⃒
=

= sup
⃒⃒(︀
𝐵−1/2

𝑚 (𝜎0)𝜙𝑚𝐹, 𝐵
1/2
𝑚 (𝜎0)𝑣

)︀
𝛿

⃒⃒
6𝑀12 sup |(𝜙𝑚𝐹, 𝑣)𝛿 | 6

6𝑀13 ‖𝜙𝑚𝐹‖− 6𝑀14‖𝐹‖−, (3.52)
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где первый супремум в этой цепочке берется по всем 𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛) с единичной нормой в

𝐻0, второй супремум – по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛), удовлетворяющим условию

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝑚 (𝜎0)𝑣

⃦⃦⃦
𝛿

= 1,

а третий супремум – по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛) с единичной нормой в 𝐻+.

В силу (3.49) из (3.52) имеем

‖𝑉𝑚,𝜆‖𝛿 6𝑀‖𝐹‖−, (3.53)

которое справедливо при 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0, где 𝜎0 ≥ 1 – некоторое конечное число.
В силу доказанного выше неравенства (3.39), из равенства (3.46) следует, что

lim
𝜆→∞

⃦⃦⃦
T𝑘′,𝑘′′

𝑚 (𝜆)
⃦⃦⃦

= 0. (3.54)

Тогда из (3.47), (3.52), (3.53) получим

|K𝜆[𝐹, 𝑣]| 6𝑀15 sup
𝑚=1, 2, ...

sup
|𝑘′|+|𝑘′′|62𝑟; 𝑘′ ̸=0

⃦⃦⃦
T𝑘′,𝑘′′

𝑚 (𝜆)
⃦⃦⃦
· ‖𝑉𝑚,𝜆‖𝛿 ‖𝑣‖+ 6 𝜔1(|𝜆|)‖𝐹‖− · ‖𝑣‖+

для всех 𝐹 ∈ 𝐻0, 𝑣 ∈ 𝐻+, и 𝜔1(𝑡) → 0 при 𝑡 → ∞. Отсюда в силу плотности 𝐻0 в 𝐻−
следует оценка (3.29).
Теперь переходим к оценке абсолютного значения правой части равенства (3.30). Дока-

жем, что для всех 𝐹 ∈ 𝐻−, 𝑣 ∈ 𝐻+ выполняется неравенство

|L𝜆[𝐹, 𝑣]| 6 𝜔2(𝜎0)‖𝐹‖− · ‖𝑣‖+ (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0) , (3.55)

где положительная функция 𝜔2(𝑡), 𝑡 > 𝜎0, такая, что 𝜔2(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞.
Полуторалинейную форму L𝜆[𝐹, 𝑣] ( см. (3.28)) представим в виде

L𝜆[𝐹, 𝑣] =
∞∑︁

𝑚=1

exp(𝑖𝜃𝑚)
∑︁(2)

𝐶 𝑙′′

𝑙′ I
𝑙′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣], (3.56)

где

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝑈

(𝑘)
𝑚,𝜆, 𝑑

−|𝑙′|−|𝑙′′|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑣(𝑙

′′)
)︁
𝛼+𝑟

,

𝑈
(𝑘)
𝑚,𝜆(𝑥) = 𝐷𝑘(ℛ𝑚(𝜆)𝜙𝑚𝐹 )(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . ,

и символ
∑︀(2) обозначает суммирование по мультииндексам 𝑘, 𝑙, 𝑙′, 𝑙′′ таким, что

𝑙 = 𝑙′ + 𝑙′′, 𝑙′ ̸= 0, |𝑘|, |𝑙| 6 𝑟.

Далее, используя (3.42), (3.43), (3.46), запишем форму I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] в виде

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
𝑑−|𝑘|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷

𝑘𝐵−1/2
𝑚 (𝜆)𝑉𝑚,𝜆, 𝑑

−|𝑙′|−|𝑙′′|𝜙(𝑙′)
𝑚 𝐷𝑙′′𝑣

)︁
𝛼+𝑟

.

Отсюда, учитывая самосопряженность оператора 𝐵𝑚(𝜎0), имеем

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁
𝐵−1/2

𝑚 (𝜎0)𝐷
𝑙′′𝜙(𝑙′)

𝑚 𝑑−|𝑘|−|𝑙′|−|𝑙′′|𝑎𝑘𝑙𝑚𝐷
𝑘𝐵−1/2

𝑚 (𝜆)𝑉𝑚,𝜆, 𝐵
1/2
𝑚 (𝜎0)𝑣

)︁
𝑟+𝛼

. (3.57)

Согласно (3.46) и (3.54)(︁
T𝑙′,𝑙′′

𝑚 (𝜎0)
)︁*

= 𝐵−1/2
𝑚 (𝜎0)𝐷

𝑙′′𝜙(𝑙′)
𝑚 𝑑−|𝑙′|−|𝑙′′|𝑎𝑘𝑙𝑚,

lim
𝜎0→∞

⃦⃦⃦(︁
T𝑙′,𝑙′′

𝑚 (𝜎0)
)︁*⃦⃦⃦

= 0 (3.58)

при |𝑙′| + |𝑙′′| 6 𝑟; 𝑙′ ̸= 0. Учитывая это, записываем равенство (3.57) в виде

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁(︁

T𝑙′,𝑙′′

𝑚 (𝜎0)
)︁*
𝑑−|𝑘|𝐷𝑘𝐵−1/2

𝑚 (𝜆)𝑉𝑚,𝜆, 𝐵
1/2
𝑚 (𝜎0)𝑣

)︁
𝛼+𝑟

.

Далее вводим обозначение

P𝑚, 𝑘(𝜎0) = 𝑑−|𝑘|𝐷𝑘𝐵−1/2
𝑚 (𝜎0)
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и записываем полученное равенство в виде

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣] =
(︁(︁

T𝑙′,𝑙′′

𝑚 (𝜎0)
)︁*

P𝑚, 𝑘(𝜎0)𝐵
1/2
𝑚 (𝜎0)𝐵

−1/2
𝑚 (𝜆)𝑉𝑚,𝜆, 𝐵

1/2
𝑚 (𝜎0)𝑣

)︁
𝛼+𝑟

. (3.59)

Из (3.48) следует, что при 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0 оператор 𝐵
1/2
𝑚 (𝜎0)𝐵

−1/2
𝑚 (𝜆) является огра-

ниченным оператором, и его норма не превосходит единицу. С другой стороны, согласно
доказанному выше неравенству (3.35) оператор P𝑚, 𝑘(𝜎0) является ограниченным. Поэтому
из (3.59) имеем ⃒⃒⃒

I𝑙
′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣]
⃒⃒⃒
6𝑀16

⃦⃦⃦(︁
T𝑙′,𝑙′′

𝑚 (𝜎0)
)︁*⃦⃦⃦

‖𝑉𝑚,𝜆‖𝛿 ·
⃦⃦
𝐵1/2

𝑚 (𝜎0)𝑣
⃦⃦
𝛿

при всех 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0. Отсюда в силу (3.51), (3.53) следует, что⃒⃒⃒
I𝑙

′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣]
⃒⃒⃒
6𝑀17

⃦⃦⃦(︁
T𝑙′,𝑙′′

𝑚 (𝜎0)
)︁*⃦⃦⃦

‖𝐹‖−‖𝑣‖+

при всех 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0 и для всех 𝐹 ∈ 𝐻0, 𝑣 ∈ 𝐻+. Вводя обозначение

𝜔*(𝜎0) = 𝑀17

⃦⃦⃦(︁
T𝑙′,𝑙′′

𝑚 (𝜎0)
)︁*⃦⃦⃦

,

получим ⃒⃒⃒
I𝑙

′,𝑙′′

𝜆; 𝑘,𝑚[𝐹, 𝑣]
⃒⃒⃒
6 𝜔*(𝜎0)‖𝐹‖−‖𝑣‖+ (3.60)

при всех 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0 и для всех 𝐹 ∈ 𝐻0, 𝑣 ∈ 𝐻+.
Из (3.58) следует, что 𝜔*(𝜎0) → 0 при 𝜎0 → 0. Поэтому, подбирая число 𝜎0 достаточно

большим, из (3.60) и (3.56) в силу леммы 3.2 получаем (3.55) для 𝐹 ∈ 𝐻0. Полученная

оценка по непрерывности распространяется на всех 𝐹 ∈ 𝐻−. Неравенство (3.55) доказано
Применяя неравенства (3.29), (3.55) из (3.26), получим

|⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩| 6 (𝜔1(|𝜆|) + 𝜔2(𝜎0))‖𝐹‖−‖𝑣‖+
для всех 𝐹 ∈ 𝐻−, 𝑣 ∈ 𝐻+. Так как lim𝑡→∞ 𝜔𝑖(𝑡) = 0, 𝑖 = 1, 2, то существует число 𝜎0 ≥ 1
такое, что

|⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩| 6 1

2
‖𝐹‖−‖𝑣‖+ (3.61)

для любого 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0 и всех 𝐹 ∈ 𝐻−, 𝑣 ∈ 𝐻+.
Из оценки (3.61) следует, что при 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0 операторG(𝜆) = R(𝜆)−𝐸, действующий

из 𝐻− в 𝐻−, является ограниченным, и его норма не превосходит 1/2. Поэтому оператор

R(𝜆) : 𝐻− → 𝐻− непрерывно обратим и R−1(𝜆) = (𝐸 + G(𝜆))−1.

Оператор ℛ𝑚(𝜆), определенный равенством (3.18), действует из 𝐻− в 𝐻+. Поэтому из

(3.20) следует, что операторℛ(𝜆) также действует из𝐻− в𝐻+. Следовательно, для любого

функционала 𝐹 ∈ 𝐻− функция 𝑈(𝑥), определенная равенством

𝑈 = ℛ(𝜆)R−1(𝜆)𝐹 (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0), (3.62)

принадлежит пространству 𝐻+.
Далее будем предполагать, что 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0 и 𝜎0 – некоторое достаточно большое чис-

ло. Тогда из равенства (3.21) следует, что𝐵𝜆[ℛ(𝜆)R−1(𝜆)𝐹, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛).

Поэтому при 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0 функция 𝑈(𝑥), определенная равенством (3.62), удовлетворя-
ет уравнению

𝐵𝜆[𝑈, 𝑣] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛),

то есть является решением задачи 𝐷𝜆. Так как при 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0 оператор R−1(𝜆)
ограничен, то из (3.19) и (3.20) следует, что функция (3.62) удовлетворяет оценке (3.9)
теоремы 3.1.
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Переходим к доказательству единственности решения задачи 𝐷𝜆. Очевидно, для этого
нам достаточно доказать, что однородная задача 𝐷𝜆, то есть, когда 𝐹 = 0, имеет только
нулевое решение.
Рассмотрим сопряженную задачу: для заданного функционала 𝐹 ∈ 𝐻− найти функцию

𝑈1 ∈ 𝐻+, удовлетворяющую равенству

𝐵𝜆[𝑣, 𝑈1] = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝐻+. (3.63)

Так как коэффициенты формы 𝐵𝜆[𝑣, 𝑈1] удовлетворяют условиям теоремы 3.1, посту-
пая так же, как выше, можно построить операторы ℛ*(𝜆), R*(𝜆) такие, что функция

𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)−1𝐹 (𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎*
0) принадлежит пространству 𝐻+ и удовлетворяет

уравнению (3.63).

Пусть функция 𝑢 ∈ 𝐻+ является решением уравнения

𝐵𝜆[𝑢, 𝑣] = 0 ∀𝑣 ∈ 𝐻+, (3.64)

где 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎′
0 = max{𝜎*

0, 𝜎0}. Пусть 𝐹 – произвольный элемент пространства 𝐻−.

Так как 𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)−1𝐹 принадлежит пространству 𝐻+, то, полагая 𝑣 = 𝑈1 в (3.64),

получаем 𝐵𝜆[𝑢, 𝑈1] = 0, т. е. 𝐵𝜆[𝑢, 𝑈1] = 0.
С другой стороны, функция 𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)−1𝐹 удовлетворяет (3.63). Поэтому

⟨𝐹, 𝑢⟩ = 0 для всех 𝐹 ∈ 𝐻+. Учитывая вложение 𝐻+ → 𝐻− и полагая 𝐹 = 𝑢, имеем
⟨𝑢, 𝑢⟩ = 0, то есть 𝑢 = 0.

4. Гладкость решения однородной вариационной задачи Дирихле

Если коэффициенты 𝑎𝑘𝑙(𝑥) формы (3.2) и правая часть уравнения (3.3) – функционал
𝐹 обладают некоторым свойством гладкости, то повышается и гладкость решения задачи
𝐷𝜆.
Пусть𝑚 – натуральное число и𝑚 6 𝑟. Вводим обозначения𝐻𝑚

+ = 𝑊̊ 𝑟+𝑚
2;𝛼−𝑚, 𝛿(R

𝑛), ‖·‖+𝑚 –

норма в 𝑊 𝑟+𝑚
2;𝛼−𝑚, 𝛿(R

𝑛). Символом 𝐻−𝑚
− обозначим пополнения пространства 𝐻0 = 𝐿2,𝛿(R

𝑛)
по норме

‖𝑓‖−𝑚 = sup |(𝑓, 𝑢)𝛿|
где верхняя грань берется по всем 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛) таким, что
⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑟−𝑚

2;𝛼+𝑚, 𝛿(R
𝑛)
⃦⃦

= 1. Отме-

тим, что 𝐻𝑚
+ → 𝐻+, 𝐻

−𝑚
− → 𝐻− для любого натурального 𝑚 6 𝑟.

Теорема 4.1. Пусть выполнены все условия теоремы 3.1, и пусть существует нату-
ральное число 𝑚0 6 𝑟 такое, что⃒⃒⃒

𝑎
(𝑠)
𝑘𝑙 (𝑥)

⃒⃒⃒
6𝑀𝑑|𝑠|(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛,

для любого мультииндекса 𝑠 : |𝑠| 6 𝑚0.
Тогда существует сектор 𝑆 ⊂ {𝑧 ∈ 𝐶 : |arg 𝑧| < 𝜋/2} ∪ {0} с вершиной в нуле и поло-

жительное число 𝜎0 такие, что при 𝜆 ∈ 𝑆 и |𝜆| ≥ 𝜎0 для любого заданного элемента

𝐹 ∈ 𝐻−𝑚
− , где натуральное число 𝑚 такое, что 𝑚 6 𝑚0, существует единственное ре-

шение 𝑢 ∈ 𝐻+ задачи 𝐷𝜆. Это решение принадлежит пространству 𝐻𝑚
+ , и справедлива

следующая оценка ‖𝑢‖+𝑚 6 𝑀 ‖𝐹‖−𝑚, где число 𝑀 > 0 не зависит от 𝜆 ∈ 𝑆, |𝜆| ≥ 𝜎0, и
функционала 𝐹 .

Доказательство проводится усовершенствованием техники, использованной при дока-
зательстве теоремы 8 работы [12] о гладкости решения вариационной задачи Дирихле в
ограниченной области, связанной с некоэрцитивной формой (см., также [28]).
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