
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 11. № 3 (2019). С. 46-62.

УДК 517.5

ОЦЕНКИ СНИЗУ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

О.А. КРИВОШЕЕВА, А.С. КРИВОШЕЕВ, А.И. РАФИКОВ

Аннотация. Исследуются оценки снизу для целых функций уточненного порядка и
вполне регулярного роста. Вводится понятие индекса конденсации для последователь-
ностей комплексных чисел уточненного порядка. Это понятие обобщает понятие индек-
са конденсации для последовательностей первого порядка. Вводится также правильно
сбалансированное множество (правильно распределенное множество с нулевым индек-
сом конденсации). Показано, что регулярное множество является правильно сбалан-
сированным. Доказывается, что правильная сбалансированность нулевого множества
целой функции является необходимым и достаточным условием для того, чтобы су-
ществовало семейство попарно не пересекающихся кружков с центрами в ее нулях
и относительно малыми радиусами, вне которых модуль функции имеет оценки сни-
зу, асимптотически совпадающие с ее оценками сверху всюду в плоскости. Таким об-
разом, показывается, что понятие правильно сбалансированного множества является
естественным обобщением понятия регулярного множества на случай произвольных
последовательностей (в том числе и кратных). Приводится также конструктивный
способ построения исключительного множества, состоящего из кружков с центрами
в нулях. В некоторых случаях сумму радиусов этих кружков можно сделать сколь
угодно малой.
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правильно сбалансированное множество, регулярное множество.
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1. Введение

Пусть 𝑓 — целая функция уточненного порядка 𝜌(𝑟) и регулярного роста ([1], гл. III);
Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘}∞𝑘=1 — ее кратное нулевое множество (𝑛𝑘 — кратность нуля 𝜆𝑘). В работе изуча-
ются оценки снизу на функцию 𝑓 , которые выполнены всюду в плоскости за исключением
специального множества кругов с центрами в точках 𝜆𝑘.
Классический результат Б.Я. Левина ([1], гл. II, теорема 2 и гл. III, теорема 4) устанавли-

вает тесную связь между поведением целых функций регулярного роста 𝑓 и их нулевыми
множествами Λ. При этом получены оценки снизу на функцию |𝑓 | вне исключительного
𝐶0-множества ([1], гл. II, §1). По мнению самого Б.Я. Левина ([1], гл. II, §§1,6) недостатком
этого исключительного множества кружков является то, что оно «не строится эффек-
тивно» (не указывается как построить 𝐶0-множество). В этой связи Б.Я. Левиным было
введено понятие регулярного множества, состоящего из простых точек 𝜆𝑘 (т.е. 𝑛𝑘 = 1).
В случае этого множества дается полное описание исключительных кружков (попарно не
пересекающиеся кружки с центрами в точках 𝜆𝑘 специальных радиусов). Однако полу-
ченное таким образом исключительное множество уже не является 𝐶0-множеством (но его
линейная плотность может быть сделана сколь угодно малой).
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Регулярность множества означает, что его точки специальным образом отделены друг
от друга. Поэтому функция 𝑓 с регулярным нулевым множеством Λ = {𝜆𝑘, 1}∞𝑘=1 обладает
хорошими оценками снизу вне исключительного множества попарно не пересекающихся
кругов 𝐵(𝜆𝑘, 𝛾𝑘), радиусы которых относительно малы, т.е. бесконечно малы по сравнению
с центрами при 𝑘 → ∞ ([1], гл. II, §1, теорема 5).
В данной работе используется другой инструмент, позволяющий отделять точки 𝜆𝑘 друг

от друга — индекс конденсации 𝑆Λ последовательности Λ, введенный в [2]. Этот индекс
подходит для работы с любыми последовательностями, в том числе и кратными. Он рас-
сматривается во втором параграфе.
Третий параграф работы посвящен получению оценок снизу для специальных много-

членов, определяемых последовательностью Λ = {𝜆𝑘, 1}∞𝑘=1 (специальным образом нор-
мированных «кусков» бесконечного произведения, представляющего целую функцию с
кратным нулевым множеством Λ). Исследуется взаимосвязь между этими оценками и ин-
дексами конденсации. Строятся исключительные кружки с центрами в точках 𝜆𝑘, вне
которых указанные многочлены имеют подходящие оценки снизу.
В четвертом параграфе на основе результатов третьего параграфа исследуются оценки

снизу для целых функций уточненного порядка 𝜌(𝑟) и вполне регулярного роста. Вводит-
ся понятие правильно сбалансированного множества (правильно распределенное множе-
ство с нулевым индексом конденсации 𝑆Λ). Показано, что регулярное множество является
правильно сбалансированным (теорема 4.2). Доказывается также, что правильная сба-
лансированность нулевого множества Λ = {𝜆𝑘, 1}∞𝑘=1 функции 𝑓 является необходимым
и достаточным условием для того, чтобы существовало семейство попарно не пересекаю-
щихся кружков с центрами в точках 𝜆𝑘 и относительно малыми радиусами, вне которых
функция |𝑓 | имеет оценки снизу, асимптотически совпадающие с ее оценками сверху всюду
в плоскости (теорема 4.5). Таким образом, показывается, что понятие правильно сбаланси-
рованного множества является естественным обобщением понятия регулярного множества
на случай произвольных последовательностей (в том числе и кратных). Приводится также
конструктивный способ построения исключительного множества, состоящего из кружков
с центрами в точках 𝜆𝑘 (теорема 4.3).

2. Индекс конденсации

Пусть Λ = {𝜆𝑘, 1}∞𝑘=1 — последовательность различных комплексных чисел 𝜆𝑘 и их
кратностей 𝑛𝑘. Считаем, что |𝜆𝑘| не убывает и |𝜆𝑘| → ∞, 𝑘 → ∞. Будем рассматривать
последовательности уточненного порядка 𝜌(𝑟) ([1], гл. I, §12). Напомним основные свойства
𝜌(𝑟). Функция 𝜌(𝑟), 𝑟 > 0, удовлетворяющая условиям

lim
𝑟→∞

𝜌(𝑟) = 𝜌 > 0, lim
𝑟→∞

𝑟𝜌′(𝑟) ln 𝑟 = 0, (2.1)

называется уточненным порядком. Имеем:

(𝑟𝜌(𝑟))′ = 𝑟𝜌(𝑟)
(︂
𝜌′(𝑟) ln 𝑟 +

𝜌(𝑟)

𝑟

)︂
= 𝑟𝜌(𝑟)−1(𝑟𝜌′(𝑟) ln 𝑟 + 𝜌(𝑟)).

Таким образом, в силу (2.1) функция 𝑟𝜌(𝑟) возрастает для достаточно больших значений
𝑟. Положим 𝐿(𝑟) = 𝑟𝜌(𝑟)−𝜌. Функция 𝐿(𝑟) является медленно растущей ([1], гл. I, §12,
лемма 5), т.е.

lim
𝑟→∞

𝐿(𝑐𝑟)

𝐿(𝑟)
= 1 (2.2)

равномерно на любом отрезке 0 < 𝑎 6 𝑐 6 𝑏 <∞. Из (2.2) следует, что для каждого 𝜀 > 0
и всех 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] выполнено неравенство

(1 − 𝜀)𝑐𝜌𝑟𝜌(𝑟) 6 (𝑐𝑟)𝜌(𝑐𝑟) 6 (1 + 𝜀)𝑐𝜌𝑟𝜌(𝑟), 𝑟 ≥ 𝑅(𝜀). (2.3)
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Говорят, что последовательность Λ имеет конечную верхнюю плотность 𝑛(Λ) (при по-
рядке 𝜌(𝑟)), если

𝑛(Λ) = lim
𝑟→∞

𝑛(𝑟,Λ)

𝑟𝜌(𝑟)
<∞,

где 𝑛(𝑟,Λ) — число точек 𝜆𝑘 (с учетом их кратностей 𝑛𝑘) в круге 𝐵(0, 𝑟) (радиуса 𝑟 с
центром в нуле). Введем локальную характеристику последовательности Λ. Следуя работе
[2], положим

𝑞Λ(𝑧, 𝑤, 𝛿) =
∏︁

𝜆𝑘∈𝐵(𝑤,𝛿|𝑤|)

(︂
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

)︂𝑛𝑘

.

В случае когда круг 𝐵(𝑤, 𝛿|𝑤|) не содержит ни одной 𝜆𝑘, полагаем 𝑞Λ(𝜆,𝑤, 𝛿) ≡ 1. Модуль
𝑞Λ(𝜆,𝑤, 𝛿) можно интерпретировать как меру сгущения точек 𝜆𝑘 ∈ 𝐵(𝑤, 𝛿|𝑤|) около 𝜆. Ве-
личина ln |𝑞Λ(𝜆,𝑤,𝛿)|

|𝑤| аналогична по смыслу логарифму среднего геометрического (среднему

арифметическому логарифмов) нормированных расстояний от точек 𝜆𝑘 ∈ 𝐵(𝑤, 𝛿|𝑤|) до
точки 𝜆. Если 𝛿 ∈ (0, 1), то модуль каждого сомножителя функции 𝑞Λ в круге 𝐵(𝑤, 𝛿|𝑤|)
оценивается сверху величиной 2(3(1 − 𝛿))−1. Поэтому

|𝜆− 𝜆𝑘|
3𝛿|𝜆𝑘|

6 1, 𝜆, 𝜆𝑘 ∈ 𝐵(𝑤, 𝛿|𝑤|), 𝛿 ∈
(︂

0,
1

3

)︂
. (2.4)

Кроме того, верно неравенство

|𝜆− 𝜆𝑘|
3𝛿|𝜆𝑘|

≥ 1, 𝜆 ∈ 𝐵(𝑤, 5𝛿|𝑤|), 𝜆𝑘 ∈ 𝐵(𝑤, 𝛿|𝑤|), 𝛿 ∈
(︂

0,
1

3

)︂
. (2.5)

Введем еще функции (см. [2]): Положим

𝑞𝑚Λ (𝑧, 𝛿) =
∏︁

𝜆𝑘∈𝐵(𝜆𝑚,𝛿|𝜆𝑚|),𝑘 ̸=𝑚

(︂
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

)︂𝑛𝑘

= 𝑞Λ(𝑧, 𝑤, 𝛿)

(︂
𝑧 − 𝜆𝑚
3𝛿|𝜆𝑚|

)︂𝑛𝑚

, 𝑚 ≥ 1.

Следуя [2], определим индекс конденсации

𝑆Λ = lim
𝛿→0

𝑆Λ(𝛿), 𝑆Λ(𝛿) = lim
𝑚→∞

ln |𝑞𝑚Λ (𝜆𝑚, 𝛿)|
|𝜆𝑚|𝜌(|𝜆𝑚|) .

Из (4) следует, что предел существует и 𝑆Λ 6 0. Различные примеры на вычисление ин-
декса 𝑆Λ (в случае когда 𝜌(𝑟) ≡ 1) имеются в работах [3]–[5]. Рассмотрим еще примеры,
связанные с понятием регулярного множества. Пусть Λ = {𝜆𝑘, 1}. Предположим, что вы-
полнено одно из следующих условий ([1], гл. II, §1):
(C) Существует такое число 𝑑 > 0, что кружки радиусов

𝑟𝑘 = 𝑑|𝜆𝑘|1−
𝜌(|𝜆𝑘|)

2

с центрами в точках 𝜆𝑘 попарно не пересекаются.
(C’) Точки 𝜆𝑘 лежат в замкнутых углах (их конечное число) с общей вершиной в начале

координат, не имеющих (попарно) других общих точек. При этом для всех точек 𝜆𝑘(𝑝),
попавших в один и тот же угол, выполнено неравенство

|𝜆𝑘(𝑝+1)| − |𝜆𝑘(𝑝)| ≥ 𝑑|𝜆𝑘(𝑝)|1−𝜌(|𝜆𝑘(𝑝)|), 𝑑 > 0.

Покажем, что в обоих случаях 𝑆Λ = 0. Пусть вначале выполнено условие (C’). Отметим
вначале, что при достаточно малых 𝛿 > 0

(︀
𝛿 < 𝛿0 <

1
3

)︀
и 𝑘 ≥ 𝑘0 круг 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿|𝜆𝑘|) пересекает

лишь один из углов Γ𝑗, фигурирующих в условии (C’). Поэтому из определения величины
𝑆Λ следует, что достаточно доказать равенство 𝑆Λ𝑗

= 0, где Λ𝑗 — часть последовательности
Λ, лежащая в угле Γ𝑗. Пусть Λ𝑗 = {𝜆𝑘(𝑝), 1}∞𝑝=1.
Пусть 𝛿 ∈ (0, 𝛿0) и 𝑘(𝑝) ≥ 𝑘0. В силу (2.3) и условия (C’) найдется 𝛼 > 0 такое, что

|𝜆𝑘(𝑠+1)| − |𝜆𝑘(𝑠)| ≥ 𝑑|𝜆𝑘(𝑠)|1−𝜌(|𝜆𝑘(𝑠)|) ≥ 𝛼|𝜆𝑘(𝑝)|1−𝜌(|𝜆𝑘(𝑝)|) = ℎ𝑝, 𝜆𝑘(𝑠) ∈ 𝐵(𝜆𝑘(𝑝), 𝛿|𝜆𝑘(𝑝)|).
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Тогда силу (2.4) имеем:∑︁
𝜆𝑘(𝑠)∈𝐵(𝜆𝑘(𝑝),𝛿|𝜆𝑘(𝑝)|),𝑠 ̸=𝑝

ln
|𝜆𝑘(𝑠) − 𝜆𝑘(𝑝)|

3𝛿|𝜆𝑘(𝑠)|
=

∑︁
𝜆𝑘(𝑠)∈𝐵(𝜆𝑘(𝑝),𝛿|𝜆𝑘(𝑝)|),|𝜆𝑘(𝑠)|<|𝜆𝑘(𝑝)|

ln
|𝜆𝑘(𝑠) − 𝜆𝑘(𝑝)|

3𝛿|𝜆𝑘(𝑠)|
+

+
∑︁

𝜆𝑘(𝑠)∈𝐵(𝜆𝑘(𝑝),𝛿|𝜆𝑘(𝑝)|),|𝜆𝑘(𝑠)|>|𝜆𝑘(𝑝)|

ln
|𝜆𝑘(𝑠) − 𝜆𝑘(𝑝)|

3𝛿|𝜆𝑘(𝑠)|
≥ 2

𝑙𝑝∑︁
𝑙=1

ln
𝑙ℎ𝑝

3𝛿(1 + 𝛿)|𝜆𝑘(𝑝)|
,

где 𝑙𝑝 — целая часть числа
𝛿|𝜆𝑘(𝑝)|
ℎ𝑝

. Отсюда получаем:

1

|𝜆𝑘(𝑝)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑝)|)
∑︁

𝜆𝑘(𝑠)∈𝐵(𝜆𝑘(𝑝),𝛿|𝜆𝑘(𝑝)|),𝑠 ̸=𝑝

ln
|𝜆𝑘(𝑠) − 𝜆𝑘(𝑝)|

3𝛿|𝜆𝑘(𝑠)|
≥

2

|𝜆𝑘(𝑝)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑝)|)
ln

(︂
(𝑙𝑝)!(ℎ𝑝)

𝑙𝑝

3𝛿(1 + 𝛿)|𝜆𝑘(𝑝)|)𝑙𝑝

)︂
≥ 2

|𝜆𝑘(𝑝)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑝)|)
ln

(︂
(ℎ𝑝𝑙𝑝)

𝑙𝑝

(12𝛿|𝜆𝑘(𝑝)|)𝑙𝑝

)︂
=

=
2𝑙𝑝

|𝜆𝑘(𝑝)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑝)|)
ln

ℎ𝑝𝑙𝑝
12𝛿|𝜆𝑘(𝑝)|

.

Следовательно,

lim
𝑝→∞

1

|𝜆𝑘(𝑝)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑝)|)
𝑞
𝑘(𝑝)
Λ (𝜆𝑘(𝑝), 𝛿) ≥ −2

𝛿

𝛼
ln 12.

Отсюда получаем равенство 𝑆Λ𝑗
= 0.

Пусть теперь выполнено условие (C). Фиксируем 𝛿 ∈
(︀
0, 1

3

)︀
. В силу (2.3) найдутся числа

𝛼, 𝛽 > 0 такие, что

𝛼𝑑|𝜆𝑘|1−
𝜌(|𝜆𝑘|)

2 6 𝑑|𝜆𝑠|1−
𝜌(|𝜆𝑘|)

2 6 𝛽𝑑|𝜆𝑘|1−
𝜌(|𝜆𝑘|)

2 , 𝜆𝑠 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿|𝜆𝑘|).

Поэтому из условия (C) следует, что круг 𝐵
(︁
𝜆𝑘, 𝑑|𝜆𝑘|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

)︁
не содержит точек 𝜆𝑠, 𝑠 ̸= 𝑘,

и число 𝑚𝑛,𝑘 точек 𝜆𝑠 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿|𝜆𝑘|), попавших в кольцо

𝐾𝑛,𝑘 = 𝐵
(︁
𝜆𝑘, (𝑛+ 1)𝑑|𝜆𝑘|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

)︁
∖𝐵

(︁
𝜆𝑘, 𝑛𝑑|𝜆𝑘|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

)︁
, 𝑛 ≥ 1,

не превосходит отношения площади кольца

𝐵
(︁
𝜆𝑘, ((𝑛+ 1) + 𝛽)𝑑|𝜆𝑘|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

)︁
∖𝐵

(︁
𝜆𝑘, (𝑛− 𝛽)𝑑|𝜆𝑘|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

)︁
к площади круга 𝐵

(︁
𝜆𝑠, 𝑑|𝜆𝑠|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

)︁
с минимальным радиусом (для тех же 𝜆𝑠). Площадь

этого круга оценивается снизу величиной 𝜋
(︁
𝛼𝑑|𝜆𝑘|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

)︁2
. Имеем:

𝑚𝑛,𝑘 6
𝜋(((𝑛+ 1) + 𝛽)2 − (𝑛− 𝛽)2)𝑑2|𝜆𝑘|2−𝜌(|𝜆𝑘|)

𝜋𝛼2𝑑2|𝜆𝑘|2−𝜌(|𝜆𝑘|)
=

(2𝑛+ 1)(2𝛽 + 1)

𝛼2
.

Пусть 𝑗𝑘 — целая часть числа 𝛿|𝜆𝑘|

𝑑|𝜆𝑘|1−
𝜌(|𝜆𝑘|)

2

. Тогда

𝑚𝑛,𝑘 6
(2𝑗𝑘 + 1)(2𝛽 + 1)

𝛼2
= 𝑝𝑘, 1 6 𝑛 6 𝑗𝑘.

Учитывая неравенство

|𝜆𝑠 − 𝜆𝑘| ≥ 𝑛𝑑|𝜆𝑘|1−
𝜌(|𝜆𝑘|)

2 , 𝜆𝑠 ∈ 𝐾𝑛,𝑘, 1 6 𝑛 6 𝑗𝑘,

получаем: ∑︁
𝜆𝑠∈𝐵(𝜆𝑘,𝛿|𝜆𝑘|),𝑠 ̸=𝑘

ln
|𝜆𝑠 − 𝜆𝑘|

3𝛿|𝜆𝑠|
≥

𝑗𝑘∑︁
𝑛=1

ln
𝑛𝑝𝑘𝑑|𝜆𝑘|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

4𝛿|𝜆𝑘|
≥ 𝑗𝑘 ln

(︃
𝑝𝑘𝑗𝑘𝑑|𝜆𝑘|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

12𝛿|𝜆𝑘|

)︃
.
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Таким образом,

𝑆Λ(𝛿) = lim
𝑘→∞

1

|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)
𝑞𝑘Λ(𝜆𝑘, 𝛿) ≥ lim

𝑘→∞

𝑗𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

ln

(︃
𝑝𝑘𝑗𝑘𝑑|𝜆𝑘|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

12𝛿|𝜆𝑘|

)︃
=

= lim
𝑘→∞

𝛿

𝑑|𝜆𝑘|
𝜌(|𝜆𝑘|)

2

ln 𝑗𝑘 = lim
𝑘→∞

𝛿

𝑑|𝜆𝑘|
𝜌(|𝜆𝑘|)

2

ln
𝛿

𝑑|𝜆𝑘|−
𝜌(|𝜆𝑘|)

2

= 0.

Следовательно, 𝑆Λ = 0.

3. Оценки снизу специальных многочленов

Приведем некоторые результаты, касающиеся индекса 𝑆Λ и необходимые для дальней-
ших исследований.

Лемма 3.1. Пусть Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘}, 𝑆Λ = 0, и 𝐵 — открытое множество, которое со-
держит все точки 𝜆𝑘. Следующие утверждения эквивалентны:
1. Для каждого 𝜀 > 0 существуют числа 𝑅 > 0 и 𝛿 ∈

(︀
0, 1

3

)︀
такие, что

ln |𝑞Λ(𝑧, 𝑤, 𝛿)| ≥ −𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|), 𝑧 ∈ C ∖𝐵, |𝑤| ≥ 𝑅. (3.1)

2. Для каждого 𝜀 > 0 существуют числа 𝑅 > 0 и 𝛿 ∈
(︀
0, 1

3

)︀
такие, что

ln |𝑞Λ(𝑧, 𝑤, 𝛿)| ≥ −𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝑤, 𝛿|𝑤|) ∩ 𝜕𝐵, |𝑤| ≥ 𝑅. (3.2)

3. Для каждого 𝜀 > 0 существуют номер 𝑘0 и число 𝛿 ∈
(︀
0, 1

3

)︀
такие, что для любого

𝑘 ≥ 𝑘0 верно неравенство

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ −𝜀|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿|𝜆𝑘|) ∩ 𝜕𝐵. (3.3)

4. Для каждого 𝜀 > 0 существуют номер 𝑘0 и число 𝛿 ∈
(︀
0, 1

3

)︀
такие, что для любого

𝑘 ≥ 𝑘0 верно неравенство

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ −𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|), 𝑧 ∈ C ∖𝐵. (3.4)

Доказательство. Пусть верно (3.1). Тогда, очевидно, верно (3.2). Так как |𝑧| 6 (1+𝛿)|𝜆𝑘|,
𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿|𝜆𝑘|), то отсюда с учетом определения функции 𝑞Λ(𝑧, 𝑤, 𝛿) и (2.4), (3.2), (2.3)
получаем:

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ ln |𝑞Λ(𝑧, 𝜆𝑘, 𝛿)| ≥ −𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|) ≥ −𝜀(2|𝜆𝑘|)𝜌(2|𝜆𝑘|) ≥ −2𝜌+1𝜀|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|),

где 𝑘 ≥ 𝑘1 и 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿|𝜆𝑘|) ∩ 𝜕𝐵. Это дает нам (3.3).
Пусть теперь верно (3.3). Докажем (3.4). Пусть 𝜀 > 0. Найдем 𝑘0 и 𝛿0 ∈

(︀
0, 1

3

)︀
такие, что

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿0|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ −𝜀|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿0|𝜆𝑘|) ∩ 𝜕𝐵, 𝑘 ≥ 𝑘0.

Положим 𝛿 = 𝛿0
3
. Имеем:

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿0|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ −𝜀|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 3𝛿|𝜆𝑘|) ∩ 𝜕𝐵, 𝑘 ≥ 𝑘0.

Если 𝑧 ∈ C ∖𝐵(𝜆𝑘, 3𝛿|𝜆𝑘|), то

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ 0 > −𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|).
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Отсюда с учетом предыдущего и принципа минимума для гармонических функций полу-
чаем:

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ −𝜀|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 3𝛿|𝜆𝑘|) ∖𝐵, 𝑘 ≥ 𝑘0.

Пусть 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 3𝛿|𝜆𝑘|). Тогда |𝜆𝑘| < |𝑧|(1 − 3𝛿)−1 < 2|𝑧|, 𝑘 > 1. Поэтому с учетом (2.3)
имеем:

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ −𝜀(2|𝑧|)𝜌(2|𝑧|) ≥ −2𝜌+1𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 3𝛿|𝜆𝑘|) ∖𝐵, 𝑘 > 𝑘1.

Таким образом, получаем неравенство (3.4).
Пусть, наконец, верно (3.4). Предположим, что (3.1) неверно. Тогда для некоторого 𝜀 > 0

существуют последовательности {𝑤𝑚}, {𝑧𝑚} такие, что 𝑧𝑚 ∈ C ∖𝐵, |𝑤𝑚| → ∞ и

ln |𝑞Λ(𝑧𝑚, 𝑤𝑚,𝑚
−1)| < −𝜀|𝑧𝑚|𝜌(|𝑧𝑚|), 𝑚 ≥ 1. (3.5)

Отсюда и из определения функции 𝑞Λ следует, что для каждого 𝑚 ≥ 1 круг 𝐵
(︁
𝑤𝑚,

|𝑤𝑚|
𝑚

)︁
содержит хотя бы одну из точек 𝜆𝑘. Пусть 𝜆𝑘(𝑚) — точка из круга 𝐵

(︁
𝑤𝑚,

|𝑤𝑚|
𝑚

)︁
, которая

находится на минимальном расстоянии от точки 𝑧𝑚 среди всех 𝜆𝑘 ∈ 𝐵
(︁
𝑤𝑚,

|𝑤𝑚|
𝑚

)︁
, 𝑚 ≥ 1

(если таких точек несколько, то произвольным образом выберем одну из них). Покажем,
что (3.5) противоречит условиям леммы. Для этого необходимо оценить снизу две груп-
пы сомножителей, образующих величину |𝑞Λ(𝑧𝑚, 𝑤𝑚,𝑚

−1)|. Первая составлена по точкам

𝜆𝑘 ∈ 𝐵
(︁
𝑤𝑚,

|𝑤𝑚|
𝑚

)︁
, 𝑘 ̸= 𝑘(𝑚), а вторая — по точке 𝜆𝑘(𝑚). Оценим первую. Согласно условию

𝑆Λ = 0. Тогда по определению 𝑆Λ найдутся 𝛿 ∈
(︀
0, 1

3

)︀
и 𝑘0 такие, что

ln |𝑞𝑘Λ(𝜆𝑘, 𝛿)|
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

≥ −𝜀
3
, 𝑘 ≥ 𝑘0. (3.6)

Выберем 𝑚0 так, что 𝑘(𝑚) ≥ 𝑘0, 𝑚 ≥ 2𝛿−1 и 𝐵
(︁
𝑤𝑚,

|𝑤𝑚|
𝑚

)︁
⊂ 𝐵(𝜆𝑘(𝑚), 𝛿|𝜆𝑘(𝑚)|), 𝑚 ≥ 𝑚0

(последнее возможно, т.к. 𝜆𝑘(𝑚) ∈ 𝐵
(︁
𝑤𝑚,

|𝑤𝑚|
𝑚

)
)︁
. Пусть 𝜆𝑘 ∈ 𝐵

(︁
𝑤𝑚,

|𝑤𝑚|
𝑚

)︁
. Предположим,

что |𝑧𝑚 − 𝜆𝑘| < 2−1|𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑘|. Тогда согласно выбору точки 𝜆𝑘(𝑚) имеем:

|𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑘| 6 |𝑧𝑚 − 𝜆𝑘| + |𝑧𝑚 − 𝜆𝑘(𝑚)| 6 2|𝑧𝑚 − 𝜆𝑘| < |𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑘|.

Получили противоречие. Следовательно,

|𝑧𝑚 − 𝜆𝑘| ≥ 2−1|𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑘|, 𝜆𝑘 ∈ 𝐵

(︂
𝑤𝑚,

|𝑤𝑚|
𝑚

)︂
.

Отсюда с учетом (2.4), (3.6) и выбора номера 𝑚0 получаем:∏︁
𝜆𝑘∈𝐵(𝑤𝑚,

|𝑤𝑚|
𝑚 ),𝑘 ̸=𝑘(𝑚)

(︂
|𝑧𝑚 − 𝜆𝑘|
3𝑚−1|𝜆𝑘|

)︂𝑛𝑘

≥
∏︁

𝜆𝑘∈𝐵(𝑤𝑚,
|𝑤𝑚|
𝑚 ),𝑘 ̸=𝑘(𝑚)

(︂
|𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑘|

6𝑚−1|𝜆𝑘|

)︂𝑛𝑘

≥

≥
∏︁

𝜆𝑘∈𝐵(𝑤𝑚,
|𝑤𝑚|
𝑚 ),𝑘 ̸=𝑘(𝑚)

(︂
|𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑘|

3𝛿|𝜆𝑘|

)︂𝑛𝑘

≥
∏︁

𝜆𝑘∈𝐵(𝑤𝑚,
|𝑤𝑚|
𝑚 ),𝑘 ̸=𝑘(𝑚)

(︂
|𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑘|

3𝛿|𝜆𝑘|

)︂𝑛𝑘

=

= |𝑞𝑘(𝑚)
Λ (𝜆𝑘(𝑚), 𝛿)| ≥ exp

(︃
−
𝜀|𝜆𝑘(𝑚)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑚)|

3

)︃
, 𝑚 ≥ 𝑚0. (3.7)



52 О.А. КРИВОШЕЕВА, А.С. КРИВОШЕЕВ, А.И. РАФИКОВ

Поскольку 𝜆𝑘(𝑚) ∈ 𝐵
(︁
𝑤𝑚,

|𝑤𝑚|
𝑚

)︁
, а в силу (2.5) и (3.5) 𝑧𝑚 ∈ 𝐵

(︁
𝑤𝑚,

5|𝑤𝑚|
𝑚

)︁
, 𝑚 ≥ 1, то с

учетом (2.3) найдется номер 𝑚1 ≥ 𝑚0 такой, что

exp

(︃
−
𝜀|𝜆𝑘(𝑚)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑚)|)

3

)︃
≥ exp

(︂
−𝜀|𝑧𝑚|

𝜌(|𝑧𝑚|)

2

)︂
, 𝑚 ≥ 𝑚1. (3.8)

Оценим теперь вторую группу сомножителей, образующих |𝑞Λ(𝑧𝑚, 𝑤𝑚,𝑚
−1)|, построен-

ных по точке 𝜆𝑘(𝑚). В силу (3.4) существуют 𝑚2 ≥ 𝑚1 и 𝛿1 ∈ (0, 1
3
) такие, что

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝜆𝑘(𝑚)

3𝛿1|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

≥ −𝜀|𝑧𝑚|
𝜌(|𝑧|)

2
, 𝑚 ≥ 𝑚2.

Выберем 𝑚3 ≥ 𝑚2 из условия 𝑚
−1 6 𝛿1, 𝑚 ≥ 𝑚3. Тогда

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝜆𝑘(𝑚)

3𝑚−1|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

≥ ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝜆𝑘(𝑚)

3𝛿1|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

≥ −𝜀|𝑧𝑚|
𝜌(|𝑧|)

2
, 𝑚 ≥ 𝑚3.

Отсюда с учетом (3.7) и (3.8) получаем

ln |𝑞Λ(𝑧𝑚, 𝑤𝑚,𝑚
−1)| ≥ −𝜀|𝑧𝑚|, 𝑚 ≥ 𝑚3.

Это противоречит (3.5). Таким образом, (3.1) верно и лемма полностью доказана.

Опишем широкий класс множеств 𝐵 и приведем условия, при которых имеет место
утверждение 3 из леммы 3.1. Пусть Γ = {𝛾𝑘}∞𝑘=1 — последовательность положительных
чисел. Положим 𝐵(Λ,Γ) = ∪∞

𝑘=1𝐵(𝜆𝑘, 𝛾𝑘).

Лемма 3.2. Пусть Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘}, и Γ = {𝛾𝑘} удовлетворяет условию:

𝑛𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

ln
𝛾𝑘
|𝜆𝑘|

→ 0, 𝑘 → ∞. (3.9)

Тогда выполнено утверждение 3 из леммы 3.1, где полагаем 𝐵 = 𝐵(Λ,Γ).

Доказательство. Пусть 𝛿 ∈
(︀
0, 1

3

)︀
, 𝜆𝑘 ̸= 0 и 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿|𝜆𝑘|) ∩ 𝜕𝐵. В силу (3.9) имеем:

1

|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ 𝑛𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

ln
𝛾𝑘

3𝛿|𝜆𝑘|
≥ 𝑛𝑘

|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)
ln

𝛾𝑘
|𝜆𝑘|

→ 0.

Это дает нам утверждение 3 из леммы 3.1.

Зачечание 1. a)Предположим, что Γ = {𝛾𝑘} удовлетворяет (3.9), и для 𝑟𝑘 ∈ (0, 1),
𝑘 ≥ 1, выполнено соотношение

𝑛𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

ln 𝑟𝑘 → 0, 𝑘 → ∞. (3.10)

Тогда, как нетрудно заметить, {𝑟𝑘𝛾𝑘} также удовлетворяет (3.9). В частности, если

𝑚(Λ) = lim
𝑘→∞

𝑛𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

= 0,

то для любых 𝑟𝑘 ∈ (𝑟0, 1), 𝑘 ≥ 1, 𝑟0 > 0, выполнено (3.10).
b) Пусть 𝑚(Λ) = 0 и 𝛾𝑘 = 𝑛𝑘|𝜆𝑘|1−𝜌(|𝜆𝑘|), 𝑘 ≥ 1. Тогда Γ = {𝛾𝑘} удовлетворяет (3.9).

Имеем:
𝑛𝑘

|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)
ln

𝛾𝑘
|𝜆𝑘|

=
𝑛𝑘

|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)
ln

𝑛𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

→ 0, 𝑘 → ∞.

c) Предположим, что 𝑛𝑘 6 𝑁 , 𝑘 ≥ 1. Тогда (3.9) будет выполнено, если

ln 𝛾𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

→ 0, 𝑘 → ∞.
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Действительно, в силу (2.1) для 𝑘 ≥ 𝑘0 имеем:

ln |𝜆𝑘|
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

6
ln |𝜆𝑘|
|𝜆𝑘|𝜌/2

→ 0, 𝑘 → ∞.

Поэтому (3.9) верно. Можно взять, например,

𝛾𝑘 = exp(−𝜀𝑘|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)), 𝑘 ≥ 1, 0 < 𝜀𝑘 → 0, 𝑘 → ∞. (3.11)

Положим

𝜀𝑘 =
1

|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)
ln

|𝜆𝑘|2𝜌(|𝜆𝑘|)

𝜏
. (3.12)

Если дополнительно 𝑛(Λ) < +∞, то ряд

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘 =
∞∑︁
𝑘=1

𝜏

|𝜆𝑘|2𝜌(|𝜆𝑘|)

сходится. Таким образом, в случае, когда 𝑛𝑘 6 𝑁 , 𝑘 ≥ 1, и 𝑛(Λ) < +∞, исключительное
множество 𝐵(Λ,Γ) из леммы 3.2 состоит из кружков с центрами в точках 𝜆𝑘, сумму
радиусов которых можно сделать сколь угодно малой.

Пусть Γ = {𝛾𝑘}, Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘}. Для каждого 𝑘 ≥ 1 символом 𝛽𝑘 обозначим минимальное
расстояние от точки 𝜆𝑘 до точек 𝜆𝑠, 𝑠 ̸= 𝑘. Положим

Γ0(𝜏) = {𝛾0𝑘(𝜏)}∞𝑘=1, 𝛾0𝑘(𝜏) = 𝜏 min{𝛾𝑘, 𝛽𝑘}, 𝜏 ∈ (0, 2−1], 𝑘 ≥ 1, (3.13)

𝐵(Λ,Γ0(𝜏)) =
∞⋃︁
𝑘=1

𝐵(𝜆𝑘, 𝛾
0
𝑘(𝜏)).

В силу (3.13) и определения чисел 𝛽𝑘 круги 𝐵(𝜆𝑘, 𝛾
0
𝑘(𝜏)) попарно не пересекаются.

Лемма 3.3. Пусть Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘}, 𝑚(Λ) = 0, 𝜏 ∈ (0, 2−1], и 𝑆Λ = 0. Предположим, что
Γ = {𝛾𝑘} удовлетворяет (3.9), и 𝐵 = 𝐵(Λ,Γ0(𝜏)). Тогда верно утверждение 3 из леммы
3.1.

Доказательство. Предположим, что это утверждение неверно. Тогда для некоторого
числа 𝜀 > 0 существуют последовательности {𝑘(𝑚)} и {𝑧𝑚} такие, что 𝑘(𝑚) → ∞,

𝑧𝑚 ∈ 𝐵
(︁
𝜆𝑘(𝑚),

|𝜆𝑘(𝑚)|
𝑚

)︁
∩ 𝜕𝐵 и

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝜆𝑘(𝑚)

3𝑚−1|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

< −𝜀|𝜆𝑘(𝑚)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑚)|), 𝑚 ≥ 1. (3.14)

Пусть Λ1 — последовательность, состоящая из всех пар 𝜆𝑘, 𝑛𝑘 таких, что 𝛾
0
𝑘(𝜏) = 𝜏𝛾𝑘.

Положим Γ1 = {𝜏𝛾𝑘}𝜆𝑘,𝑛𝑘∈Λ1 . По условию 𝑚(Λ) = 0. Следовательно, выполнено (3.10), где
𝑟𝑘 = 𝜏 . Поэтому согласно замечанию 1 a) к лемме 3.2 последовательность Γ1 удовлетворяет
(3.9). Тогда по лемме 3.2 для последовательности Λ1 выполнено утверждение 3 из леммы
2.1 (где полагаем 𝐵 = 𝐵(Λ1,Γ1)), а согласно последней выполнено также ее утверждение
4. Следовательно, существуют номер 𝑚0 и число 𝛿 ∈

(︀
0, 1

3

)︀
такие, что

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝜆𝑘(𝑚)

3𝑚−1|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

≥ ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝜆𝑘(𝑚)

3𝛿|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

≥ −𝜀|𝑧𝑚|
𝜌(|𝑧𝑚|)

2
, 𝜆𝑘(𝑚), 𝑛𝑘(𝑚) ∈ Γ1, 𝑚 ≥ 𝑚0.

Так как 𝑧𝑚 ∈ 𝐵
(︁
𝜆𝑘(𝑚),

|𝜆𝑘(𝑚)|
𝑚

)︁
, то |𝑧𝑚|

|𝜆𝑘(𝑚)|
→ 1, 𝑚→ ∞. Поэтому в силу (2.3) для некоторого

номера 𝑚1 ≥ 𝑚0 верно неравенство

−𝜀|𝑧𝑚|
𝜌(|𝑧𝑚|)

2
≥ −𝜀|𝜆𝑘(𝑚)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑚)|), 𝑚 ≥ 𝑚1.
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Таким образом,

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝜆𝑘(𝑚)

3𝑚−1|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

≥ −𝜀|𝜆𝑘(𝑚)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑚)|), 𝜆𝑘(𝑚), 𝑛𝑘(𝑚) ∈ Γ1, 𝑚 ≥ 𝑚1. (3.15)

Согласно определению чисел 𝛽𝑘 найдем номера 𝑝𝑚 такие, что |𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑝𝑚| = 𝛽𝑘(𝑚),

𝑚 ≥ 1. По условию 𝑆Λ = 0. Следовательно, найдутся номер 𝑚2 ≥ 𝑚1 и число 𝛿1 ∈
(︀
0, 1

3

)︀
,

для которых
ln |𝑞𝑝𝑚Λ (𝜆𝑝𝑚 , 𝛿1)|
|𝜆𝑝𝑚|𝜌(|𝜆𝑝𝑚 |) ≥ −𝜀

2
, 𝑚 ≥ 𝑚2. (3.16)

Пусть 𝜆𝑘(𝑚), 𝑛𝑘(𝑚) ∈ Γ1. Поскольку 𝑧𝑚 ∈ 𝐵(𝜆𝑘(𝑚), 𝜏𝛽𝑘(𝑚)), то |𝜆𝑘(𝑚) − 𝑧𝑚| ≥ 𝜏𝛽𝑘(𝑚). Тогда

|𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑝𝑚|
|𝜆𝑘(𝑚) − 𝑧𝑚|

=
𝛽𝑘(𝑚)

|𝜆𝑘(𝑚) − 𝑧𝑚|
6

1

𝜏
.

Поэтому, учитывая включение 𝑧𝑚 ∈ 𝐵
(︁
𝜆𝑘(𝑚),

|𝜆𝑘(𝑚)|
𝑚

)︁
, получаем:

|𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑝𝑚| 6
1

𝜏
|𝜆𝑘(𝑚) − 𝑧𝑚| 6

1

𝜏𝑚
|𝜆𝑘(𝑚)|. (3.17)

В силу (3.17) можно считать, что при 𝑚 ≥ 𝑚2 верно включение 𝜆𝑘(𝑚) ∈ 𝐵(𝜆𝑝𝑚 , 𝛿1|𝜆𝑝𝑚 |) и
(𝑚𝜏)−1 < 𝛿1. Поэтому согласно (2.4) и первому неравенству в (3.17) имеем:

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝜆𝑘(𝑚)

3𝑚−1|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

≥ ln

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑝𝑚

3(𝜏𝑚)−1|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

≥

≥ ln

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑘(𝑚) − 𝜆𝑝𝑚
3𝛿1|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

≥ |𝑞𝑝𝑚Λ (𝜆𝑝𝑚 , 𝛿1)|, 𝑚 ≥ 𝑚2. (3.18)

Согласно (3.17) 𝜆𝑝𝑚 ∈ 𝐵
(︁
𝜆𝑘(𝑚),

|𝜆𝑘(𝑚)|
𝜏𝑚

)︁
. Следовательно, в силу (2.3) для некоторого номера

𝑚3 ≥ 𝑚2 верна оценка

−𝜀
2
|𝜆𝑝𝑚|𝜌(|𝜆𝑝𝑚 |) ≥ −𝜀|𝜆𝑘(𝑚)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑚)|), 𝑚 ≥ 𝑚3.

Отсюда с учетом (3.18) и (3.16) получаем:

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑚 − 𝜆𝑘(𝑚)

3𝑚−1|𝜆𝑘(𝑚)|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘(𝑚)

≥ −𝜀|𝜆𝑘(𝑚)|𝜌(|𝜆𝑘(𝑚)|), 𝑚 ≥ 𝑚3.

Это вместе с (3.15) противоречит (3.14).

Зачечание 2. В условиях леммы 3.3 последовательность Γ = {𝛾𝑘} можно выбрать
так, что

lim
𝑘→∞

𝛾𝑘
|𝜆𝑘|

= 0. (3.19)

Действительно, положим 𝛾𝑘 = min{|𝜆𝑘|, 𝑛𝑘|𝜆𝑘|1−𝜌(|𝜆𝑘|)}, 𝑘 ≥ 1. Согласно замечанию 2
к лемме 3.2 последовательность Γ = {𝛾𝑘} удовлетворяет (3.9). Так как 𝑚(Λ) = 0, то
верно (3.19).

В конце параграфа приведем простое утверждение, которое в некотором смысле (с уче-
том леммы 3.1) является обратным к лемме 3.3.

Лемма 3.4. Пусть Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘} и 𝐵𝑘, 𝑘 ≥ 1,— открытые попарно непересекающиеся
множества. Предположим, что 𝜆𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 ≥ 1,

lim
𝑘→∞

𝑑𝑘
|𝜆𝑘|

= 0, (3.20)
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где 𝑑𝑘 — диаметры 𝐵𝑘, и для любого 𝜀 > 0 существуют 𝑘0 и 𝛿 ∈
(︀
0, 1

3

)︀
такие, что

ln |𝑞Λ(𝑧, 𝜆𝑘, 𝛿)| ≥ −𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿|𝜆𝑘|) ∩ 𝜕𝐵, 𝐵 =
∞⋃︁
𝑘=1

𝐵𝑘, 𝑘 ≥ 𝑘0. (3.21)

Тогда 𝑆Λ = 0 и 𝑚(Λ) = 0.

Доказательство. Пусть 𝜀 > 0. В силу (3.21) с учетом (2.4) и определения функции 𝑞𝑘Λ
имеем:

ln |𝑞𝑘Λ(𝑧, 𝛿)| ≥ −𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿|𝜆𝑘|) ∩ 𝜕𝐵, 𝑘 ≥ 𝑘0.

Согласно (2.3) найдутся номер 𝑘1 ≥ 𝑘0 и число 𝛿1 ∈ (0, 𝛿) такие, что

−𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|) ≥ −2𝜀|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿1|𝜆𝑘|), 𝑘 ≥ 𝑘1. (3.22)

Следовательно, с учетом (2.4) получаем:

ln |𝑞𝑘Λ(𝑧, 𝛿1)| ≥ ln |𝑞𝑘Λ(𝑧, 𝛿)| ≥ −2𝜀|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿1|𝜆𝑘|) ∩ 𝜕𝐵, 𝑘 ≥ 𝑘1.

В силу (3.20) можно считать, что 𝐵𝑘 компактно вложено в 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿1|𝜆𝑘|), 𝑘 ≥ 𝑘1. Мно-
гочлен 𝑞𝑘Λ(𝑧, 𝛿1) не имеет нулей на множестве 𝐵𝑘. Поэтому по принципу минимума для
гармонических функций последнее неравенство продолжается на 𝐵𝑘. В частности,

ln |𝑞𝑘Λ(𝜆𝑘, 𝛿1)| ≥ −2𝜀|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|), 𝑘 ≥ 𝑘1.

В силу (2.4)
|𝑞𝑘Λ(𝜆𝑘, 𝛼)| ≥ |𝑞𝑘Λ(𝜆𝑘, 𝛿1)|, 𝛼 ∈ (0, 𝛿1).

Таким образом,

𝑆Λ = lim
𝛼→0

lim
𝑘→∞

ln |𝑞𝑘Λ(𝜆𝑘, 𝛼))|
|𝜆𝑘|

≥ −2𝜀.

Так как 𝜀 > 0 — любое, то 𝑆Λ = 0.
Покажем теперь, что 𝑚(Λ) = 0. Пусть 𝑧𝑘 ∈ 𝜕𝐵𝑘 ⊂ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿1|𝜆𝑘|), 𝑘 ≥ 𝑘1. Согласно (3.21),

(3.22) и с учетом (2.4) имеем:

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑘 − 𝜆𝑘
3𝛿|𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒𝑛𝑘

≥ ln |𝑞Λ(𝑧𝑘, 𝜆𝑘, 𝛿)| ≥ −2𝜀|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|), 𝑘 ≥ 𝑘1.

Следовательно, в силу (2.33) и (2.32)

𝑛𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

ln
𝑑𝑘

3𝛿|𝜆𝑘|
≥ −2𝜀, 𝑘 ≥ 𝑘1.

Тогда из (3.20) следует, что 𝑚(Λ) = 0.

4. Оценки снизу целых функций вполне регулярного роста

Пусть 𝜌(𝑟) — уточненный порядок и 𝑓 — целая функция порядка не выше 𝜌(𝑟), т.е.

ln |𝑓(𝑧)| 6 𝐴+𝐵|𝑧|𝜌(|𝑧|), 𝑧 ∈ C.
Функция

ℎ𝑓 (𝜙) = lim
𝑟→+∞

ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)|
𝑟𝜌(𝑟)

, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋],

называется индикатором 𝑓 . Она непрерывна ([1], гл. I, §16). Отметим еще одно свойство
индикатора ([1], гл. I, §18, теорема 28): для каждого 𝜀 > 0 существует 𝑅(𝜀) > 0 такое, что

ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)| 6 (ℎ𝑓 (𝜙) + 𝜀)𝑟𝜌(𝑟), 𝜙 ∈ [0, 2𝜋], 𝑟 ≥ 𝑅(𝜀). (4.1)

Говорят ([1], гл. III), что 𝑓 имеет вполне регулярный рост, если

ℎ𝑓 (𝜙) = lim
𝑟/∈𝐸,𝑟→+∞

ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)|
𝑟𝜌(𝑟)

, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋],
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где 𝐸 ⊂ (0,+∞) — множество нулевой относительной меры (𝐸0-множество), т.е.

lim
𝑟→+∞

mes(𝐸 ∩ (0, 𝑟))

𝑟
= 0

(символ mes обозначает лебегову меру множества). Говорят также, что 𝑓 имеет регуляр-
ный рост на луче 𝐿𝜙 = {𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝑟 > 0}, если

ℎ𝑓 (𝜙) = lim
𝑟/∈𝐸𝜙,𝑟→+∞

ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)|
𝑟

, (4.2)

где 𝐸𝜙 — 𝐸0-множество. Если 𝑓 имеет регулярный рост на каждом луче, то множество 𝐸𝜙,
вообще говоря, зависит от 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]. Оказывается, однако, что можно подобрать исклю-
чительное 𝐸0-множество, которое подходит для всех 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] ([1], гл. III, §1, теорема 1).
Другими словами, функция 𝑓 имеет регулярный рост тогда и только тогда, когда она име-
ет регулярный рост на каждом луче. Известно также другое эквивалентное определение
функции регулярного роста. Оно вытекает из следующего результата.

Лемма 4.1. Пусть 𝑓 — целая функция порядка не выше 𝜌(𝑟). Эквивалентны утвер-
ждения:
1. Функция 𝑓 имеет регулярный рост на луче 𝐿𝜙.
2. Существует последовательность {𝑧𝑚}∞𝑚=1 такая, что

lim
𝑚→∞

|𝑧𝑚| = ∞, lim
𝑚→∞

𝑧𝑚
|𝑧𝑚|

= 𝑒𝑖𝜙, lim
𝑚→∞

|𝑧𝑚+1|
|𝑧𝑚|

= 1, lim
𝑚→∞

ln |𝑓(𝑧𝑚)|
|𝑧𝑚|𝜌(|𝑧𝑚|) = ℎ𝑓 (𝜙). (4.3)

Доказательство. Пусть 𝑓 имеет регулярный рост на луче 𝐿𝜙. Тогда верно (4.2). Обра-
зуем последовательность {𝑝𝑚}∞𝑚=1 всех натуральных чисел 𝑝 таких, что полуинтервал
[𝑝 − 1, 𝑝) не лежит целиком в 𝐸𝜙. Для каждого 𝑚 ≥ 1 произвольным образом выберем
число 𝑟𝑚 ∈ [𝑝𝑚 − 1, 𝑝𝑚) ∖𝐸𝜙. Получили последовательность {𝑧𝑚 = 𝑟𝑚𝑒

𝑖𝜙}∞𝑚=1. По построе-
нию выполнено первое, второе, а с учетом (4.2), и четвертое равенство из (4.3). Покажем,
что выполнено также третье равенство. Предположим, что это не так. Тогда найдется
подпоследовательность {𝑧𝑚𝑙

}∞𝑙=1 такая, что для некоторого 𝛼 > 1 верны неравенства

|𝑧𝑚𝑙+1| > 𝛼|𝑧𝑚𝑙
|, 𝑙 ≥ 1.

Тогда по построению для каждого 𝑙 ≥ 1 полуинтервал [([|𝑧𝑚𝑙
|] + 1), [𝛼|𝑧𝑚𝑙

|]) лежит на
множестве 𝐸𝜙 ([𝑥] — целая часть числа 𝑥). Следовательно,

lim
𝑟→+∞

mes(𝐸𝜙 ∩ (0, 𝑟))

𝑟
≥ lim

𝑙→∞

mes(𝐸𝜙 ∩ (0, [𝛼|𝑧𝑚𝑙
|]))

[𝛼|𝑧𝑚𝑙
|]

≥ lim
𝑙→∞

[𝛼|𝑧𝑚𝑙
|] − [|𝑧𝑚𝑙

|] − 1

[𝛼|𝑧𝑚𝑙
|]

=
𝛼− 1

𝛼
.

Получили противоречие с тем, что 𝐸𝜙 является 𝐸0-множеством. Таким образом, (4.3)
верно.
Пусть теперь имеет место утверждение 2. Можно считать, что |𝑧𝑚+1| ≥ |𝑧𝑚|, 𝑚 ≥ 1.
Так как ℎ𝑓 — непрерывная функция, то в силу (2.3) для каждого 𝜀 > 0 найдутся числа

𝛿0 ∈ (0, 1) и 𝑅0(𝜀) такие, что

|𝑡𝜌(𝑡)ℎ𝑓 (𝜓) − 𝑟𝜌(𝑟)ℎ𝑓 (𝜙)| 6 𝜀𝑟𝜌(𝑟), 𝜙 ∈ [0, 2𝜋], 𝑡𝑒𝑖𝜓 ∈ 𝐵(𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝑟𝛿0), 𝑟 ≥ 𝑅0(𝜀). (4.4)

|𝑡𝜌(𝑡) − 𝑟𝜌(𝑟)| 6 𝜀𝑟𝜌(𝑟), 𝑡𝑒𝑖𝜓 ∈ 𝐵(𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝑟𝛿0), 𝑟 ≥ 𝑅0(𝜀). (4.5)

Пусть 𝑘 ≥ 1. Выберем 𝛿𝑘 ∈ (0, 1) такое, что для 𝜀 = 𝑘−2 и 𝛿0 = 𝛿𝑘 выполнены неравенства
(4.4) и (4.5). Согласно (4.3) найдем номер 𝑚(𝑘), для которого⃒⃒⃒⃒

𝑧𝑚
|𝑧𝑚|

− 𝑒𝑖𝜙
⃒⃒⃒⃒
<
𝛿𝑘
12
,

|𝑧𝑚+1|
|𝑧𝑚|

− 1 <
𝛿𝑘
12
, 𝑚 ≥ 𝑚(𝑘), (4.6)

ln |𝑓(𝑧𝑚)|
|𝑧𝑚|𝜌(|𝑧𝑚|) ≥ ℎ𝑓 (𝜙) − 1

𝑘2
, 𝑚 ≥ 𝑚(𝑘). (4.7)



ОЦЕНКИ СНИЗУ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 57

Пусть 𝑅(𝑘−2) ≥ 𝑅0(𝑘
−2) определено неравенством (4.1). Можно считать, что

(1 − 𝛿𝑘)|𝑧𝑚(𝑘)| ≥ 𝑅(𝑘−2), 𝑚 ≥ 𝑚(𝑘). (4.8)

Рассмотрим функции 𝑓𝑚(𝑧) = 𝑓(𝑧)(𝑓(𝑧𝑚))−1, 𝑚 ≥ 𝑚(𝑘). В силу (4.8), (4.1), (4.4), (4.5) и
(4.7) имеем:

ln |𝑓𝑚(𝑟𝑒𝑖𝜓)| = ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜓)| − ln |𝑓(𝑧𝑚)| 6
(︂
ℎ𝑓 (𝜓) +

1

𝑘2

)︂
𝑟𝜌(𝑟) −

(︂
ℎ𝑓 (𝜙) − 1

𝑘2

)︂
|𝑧𝑚|𝜌(|𝑧𝑚|) 6

6 4𝑘−2|𝑧𝑚|𝜌(|𝑧𝑚|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝑧𝑚, 𝛿𝑘|𝑧𝑚|), 𝑚 ≥ 𝑚(𝑘).

Тогда согласно теореме об оценке снизу модуля аналитической функции в круге ([6], гл.I,
§4, теорема 4.2, где полагаем 2𝜂 = 𝑘−1) верно неравенство

ln |𝑓𝑚(𝑧)| ≥ −4𝑘−2(2 + ln(3𝑒𝑘))|𝑧𝑚|𝜌(|𝑧𝑚|), 𝑧 ∈ 𝐵(𝑧𝑚, 6
−1𝛿𝑘|𝑧𝑚|) ∖𝐵𝑘,𝑚,

где 𝐵𝑘,𝑚 — конечное множество кругов, сумма радиусов которых равна (3𝑘)−1𝛿𝑘|𝑧𝑚|. От-
сюда с учетом (4.4), (4.5) и (4.7) получаем:

ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜓)| ≥ (ℎ𝑓 (𝜙) − 𝑘−2)|𝑧𝑚|𝜌(|𝑧𝑚|) − 4𝑘−2(2 + ln(3𝑒𝑘))|𝑧𝑚|𝜌(|𝑧𝑚|) ≥

≥ (ℎ𝑓 (𝜓)𝑟 − 3𝑘−2)𝑟𝜌(𝑟) − 4𝑘−2(2 + ln(6𝑘))𝑟𝜌(𝑟) − 𝑘−2𝑟𝜌(𝑟) =

= (ℎ𝑓 (𝜓) − 𝜀𝑘)𝑟
𝜌(𝑟), 𝜀𝑘 = 4𝑘−2(3 + ln(6𝑘)), 𝑟𝑒𝑖𝜓 ∈ 𝐵(𝑧𝑚, 6

−1𝛿𝑘|𝑧𝑚|) ∖𝐵𝑘,𝑚. (4.9)

В силу второго неравенства в (4.6) найдется подпоследовательность {𝑧𝑚𝑘,𝑗
}∞𝑗=1 такая,

что

𝑧𝑚𝑘,1
= 𝑧𝑚(𝑘), (𝛽𝑘)

𝑗−1|𝑧𝑚(𝑘)| 6 |𝑧𝑚𝑘,𝑗
| < (𝛽𝑘)

𝑗|𝑧𝑚(𝑘)|, 𝛽𝑘 = 1 +
𝛿𝑘
12
, 𝑗 > 1. (4.10)

Отсюда и первого неравенства в (4.6) следует, что имеют место вложения

[(𝛽𝑘)
𝑗−1|𝑧𝑚(𝑘)|𝑒𝑖𝜙, (𝛽𝑘)

𝑗|𝑧𝑚(𝑘)|𝑒𝑖𝜙) ⊂ 𝐵(𝑧𝑧𝑚𝑘,𝑗
, 6−1𝛿𝑘|𝑧𝑧𝑚𝑘,𝑗

|), 𝑗 ≥ 1.

Определим множества 𝐸𝑘,𝑗 ⊂ (0,+∞) из равенств

{𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝑟 ∈ 𝐸𝑘,𝑗} = [(𝛽𝑘)
𝑗−1|𝑧𝑚(𝑘)|𝑒𝑖𝜙, (𝛽𝑘)𝑗|𝑧𝑚(𝑘)|𝑒𝑖𝜙) ∩𝐵𝑘,𝑚, 𝑗 ≥ 1.

Положим 𝐸𝑘 = ∪∞
𝑗=1𝐸𝑘,𝑗. В силу (4.9) имеем:

ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)| ≥ (ℎ𝑓 (𝜙) − 𝜀𝑘)𝑟
𝜌(𝑟), 𝑟 ∈ (|𝑧𝑚(𝑘)|,+∞) ∖ 𝐸𝑘. (4.11)

Пусть (𝛽𝑘)
𝑗|𝑧𝑚(𝑘)| 6 𝑟 < (𝛽𝑘)

𝑗+1|𝑧𝑚(𝑘)|. Тогда с учетом (4.10) имеем:

mes(𝐸𝑘 ∩ (0, 𝑟))

𝑟
6

mes(𝐸𝑘 ∩ (0, (𝛽𝑘)
𝑗+1|𝑧𝑚(𝑘)|))

(𝛽𝑘)𝑗|𝑧𝑚(𝑘)|
6

1

(𝛽𝑘)𝑗

𝑗+1∑︁
𝑠=1

4𝛿𝑘
3𝑘

|𝑧𝑚𝑘,𝑠
|

|𝑧𝑚(𝑘)|
6

6
4𝛿𝑘
3𝑘

𝑗+1∑︁
𝑠=1

(𝛽𝑘)
𝑠|𝑧𝑚(𝑘)|

(𝛽𝑘)𝑗|𝑧𝑚(𝑘)|
6

4𝛿𝑘(𝛽𝑘)
2

3𝑘(𝛽𝑘 − 1)
=

16(𝛽𝑘)
2

3𝑘
6

16

𝑘
. (4.12)

Выберем последовательность {𝑅𝑘}∞𝑘=1 такую, что

𝑅𝑘 > |𝑧𝑚(𝑘)|, 16
𝑘−1∑︁
𝑠=1

𝑅𝑠

𝑠
6
𝑅𝑘

𝑘
, 𝑘 ≥ 1. (4.13)

Положим

𝐸̃1 = 𝐸1 ∩ [|𝑧𝑚(1)|, 𝑅1) 𝐸̃𝑘 = 𝐸𝑘 ∩ [𝑅𝑘−1, 𝑅𝑘), 𝑘 > 1, 𝐸𝜙 =
∞⋃︁
𝑘=1

𝐸̃𝑘.
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Пусть 𝑅𝑘 < 𝑟 6 𝑅𝑘+1. Тогда из (4.12) и (4.13) получаем:

mes(𝐸𝜙 ∩ (0, 𝑟))

𝑟
6

𝑘−1∑︁
𝑠=1

mes(𝐸𝑠 ∩ (0, 𝑅𝑠))

𝑅𝑘

+
mes(𝐸𝑘 ∩ (0, 𝑅𝑘))

𝑅𝑘

+
mes(𝐸𝑘+1 ∩ (0, 𝑟))

𝑟
6

6
16

𝑅𝑘

𝑘−1∑︁
𝑠=1

𝑅𝑠

𝑠
+

16

𝑘
+

16

𝑘
6

33

𝑘
.

Таким образом, 𝐸𝜙 является 𝐸0-множеством. Из (4.11) следует (4.2).

Пусть Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘}. Говорят ([1], гл. II), что Λ имеет угловую плотность (при поряд-
ке 𝜌(𝑟)), если для всех 𝜙1 < 𝜙2 за исключением, быть может, счетного множества ΦΛ

существует предел

𝑛Λ(𝜙1, 𝜙2) = lim
𝑟→+∞

𝑛(𝑟,Λ(𝜙1, 𝜙2))

𝑟𝜌(𝑟)
,

где Λ(𝜙1, 𝜙2) — множество всех пар 𝜆𝑘, 𝑛𝑘 таких, что 𝜆𝑘 лежит в угле
Γ(𝜙1, 𝜙2) = {𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝜙 : 𝜙 ∈ (𝜙1, 𝜙2), 𝑡 > 0}, а ΦΛ состоит из тех и только тех 𝜙, для
которых

inf
𝛼>0

lim
𝑟→+∞

𝑛(𝑟,Λ(𝜙− 𝛼, 𝜙+ 𝛼))

𝑟𝜌(𝑟)
> 0.

Последовательность Λ называется правильно распределенным множеством ([1], гл. II) при
порядке 𝜌(𝑟), если она имеет угловую плотность при нецелом 𝜌, а при целом 𝜌 дополни-
тельно удовлетворяет условию Линделефа: для некоторого 𝑏 ∈ C существует предел

∆(Λ) = lim
𝑟→+∞

𝑟(𝜌−𝜌(𝑟))

⎛⎝𝑏+
1

𝜌

∑︁
|𝜆𝑘|<𝑟

𝑛𝑘
(𝜆𝑘)𝜌

⎞⎠ .

Классический результат Б.Я. Левина ([1], гл. II, теорема 2 и гл. III, теорема 4) утвержда-
ет, что 𝑓 имеет регулярный рост тогда и только тогда, когда ее кратное нулевое множество
Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘} является правильно распределенным. При этом выполнено неравенство

ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)| ≥ 𝑟𝜌(𝑟)ℎ𝑓 (𝜙) + 𝛼(𝑟), 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ C ∖𝐵𝑓 ,
𝛼(𝑟)

𝑟𝜌(𝑟)
→ 0, 𝑟 → ∞, (4.14)

где 𝐵𝑓 — 𝐶0-множество, т.е. может быть покрыто кругами 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗), 𝑗 ≥ 1, такими, что

𝜎(𝐵𝑓 ) = lim
𝑟→∞

1

𝑟

∑︁
|𝑧𝑗 |6𝑟

𝑟𝑗 = 0. (4.15)

Цель данного параграфа — конструктивное построение исключительного множества
𝐵𝑓 в форме удобной для его применения. В целях такого конструктивного построения
Б.Я. Левиным было введено понятие регулярного множества ([1], гл. II, §1). Это пра-
вильно распределенное множество простых точек Λ = {𝜆𝑘, 1}, удовлетворяющее усло-
вию (C) или (C’) из §2. Множество 𝐵Λ, которое в первом случае состоит из кружков

𝐵
(︁
𝜆𝑘, 𝑑|𝜆𝑘|1−

𝜌(|𝜆𝑘|)
2

)︁
, 𝑘 ≥ 1, а во втором — из кружков 𝐵

(︀
𝜆𝑘, 𝑑

′|𝜆𝑘(𝑝)|1−𝜌(|𝜆𝑘(𝑝)|)
)︀
, 𝑑′ 6 𝑑

2
,

𝑘 ≥ 1, называется 𝑅-множеством. Отметим, что 𝑅-множество не является 𝐶0-множеством.
Его верхняя линейная плотность 𝜎(𝐵Λ) отлична от нуля. Однако при условии (C’) за счет
выбора числа 𝑑 > 0 величина 𝜎(𝐵Λ) может быть сделана сколь угодно малой. При условии
(C) сколь угодно малой может быть сделана сумма площадей исключительных кружков.
Б.Я. Левин доказал ([1], гл. II, §1, теорема 5), что в случае, когда нулевое множество функ-
ции 𝑓 является 𝑅-множеством, в качестве исключительного множества 𝐵𝑓 в неравенстве
(4.14) можно взять 𝐵Λ.
Простое исключительное множество в оценке (4.14), состоящее из попарно не пересека-

ющихся кружков, возникает благодаря условиям (C) и (C’), которые отделяют простые
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точки 𝜆𝑘 друг от друга. В настоящей работе используется существенно более слабое усло-
вие, позволяющее подходящим образом отделять точки 𝜆𝑘 друг от друга даже в случае
кратных точек. Это условие состоит лишь из требования равенства нулю индекса конден-
сации 𝑆Λ.
Правильно распределенное множество Λ будем называть правильно сбалансированным,

если выполнено условие 𝑆Λ = 0.
Установим взаимосвязь между понятиями регулярного и правильно сбалансированного

множества. Отметим вначале, что в отличие от правильно сбалансированного множества,
понятие регулярного множества определено лишь для простых точек 𝜆𝑘.
Рассмотрим пример из работы [3]. Пусть Λ1 = {𝜆𝑘, 1}∞𝑘=1. Положим 𝜆2𝑘 = 𝑘 и

𝜆2𝑘−1 = 𝑘 − 𝑒−𝜀(𝑘)𝑘, 𝑘 ≥ 1, где 0 < 𝜀(𝑘) → 0, 𝑒−𝜀(𝑘)𝑘 → 0, 𝑘 → ∞ (например, 𝜀(𝑘) = 1√
𝑘
).

Пусть еще Λ2 = {−𝜆𝑘, 1}∞𝑘=1. Нетрудно заметить, что последовательность Λ = Λ1 ∪ Λ2

имеет угловую плотность при порядке 𝜌(𝑟) ≡ 1 и удовлетворяет условию Линделефа, т.е.
является правильно распределенным множеством при порядке 𝜌(𝑟) ≡ 1. В работе [3]
доказывается, что имеет место равенство 𝑆Λ1 = 0. Отсюда легко следует, что 𝑆Λ = 0,
т.е. Λ — правильно сбалансированное множество. При этом Λ не является регулярным
множеством, т.к. 𝜆2𝑘 − 𝜆2𝑘−1 = 𝑒−𝜀(𝑘)𝑘 → 0, 𝑘 → ∞ (условия (C) и (C’) не выполнены).
Таким образом, правильно сбалансированное множество (в случае простых точек) не

обязано быть регулярным множеством. В обратную сторону верно следующее утвержде-
ние. Оно вытекает из примеров, разобранных во втором параграфе.

Теорема 4.2. Пусть Λ = {𝜆𝑘, 1} — регулярное множество. Тогда Λ — правильно сба-
лансированное множество.

Теорема 4.2 означает, что понятие правильно сбалансированного множества является
более общим, чем понятие регулярного множества. Далее покажем, в частности, что оба
понятия введены с одной и той же целью.

Теорема 4.3. Пусть 𝑓 — целая функция порядка не выше 𝜌(𝑟) и вполне регулярного
роста, Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘} — ее кратное нулевое множество. Предположим, что Γ = {𝛾𝑘}
удовлетворяет (3.9), 𝜏 ∈ (0, 1

2
] и 𝑆Λ = 0. Тогда верно (4.14), где 𝐵𝑓 = 𝐵(Λ,Γ0(𝜏)).

Доказательство. По условию 𝑓 имеет вполне регулярный рост. Следовательно, соглас-
но указанному выше результату Б.Я. Левина Λ — правильно распределенное множество.
В частности, Λ имеет угловую плотность. Отсюда следует, что Λ имеет плотность, т.е.
существует предел

lim
𝑟→∞

𝑛(𝑟,Λ)

𝑟𝜌(𝑟)
= 𝑛(Λ) < +∞.

Поэтому

lim
𝑘→∞

𝑛𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

6 lim
𝑘→∞

𝑛(|𝜆𝑘| + 1,Λ) − 𝑛(|𝜆𝑘|,Λ)

|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)
= lim

𝑘→∞

𝑛(|𝜆𝑘| + 1,Λ)

(|𝜆𝑘| + 1)𝜌(|𝜆𝑘|)
− lim

𝑘→∞

𝑛(|𝜆𝑘|,Λ)

|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)
= 0.

Получили равенство 𝑚(Λ) = 0. Таким образом, все условия леммы 3.3 выполнены. Со-
гласно этой лемме с учетом леммы 3.1 для каждого 𝜀 > 0 существуют числа 𝑅0 > 0 и
𝛿 ∈ (0, 1

3
) такие, что

ln |𝑞Λ(𝑧, 𝑤, 𝛿)| ≥ −𝜀|𝑧|
𝜌(|𝑧|)

4
, 𝑧 ∈ 𝐵(𝑤, 𝛿|𝑤|) ∖𝐵(Λ,Γ0(𝜏)), |𝑤| ≥ 𝑅0; (4.16)

Найдем теперь 𝛿0 ∈ (0, 𝛿) и 𝑅0(𝜀) ≥ 𝑅0 такие, что верны неравенства (4.4) и (4.5).
По условию 𝑓 имеет вполне регулярный рост. В частности, верно (4.14), где 𝐵𝑓 покры-

вается кругами 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗), для которых имеет место (4.15). Поэтому существует 𝑅1 ≥ 𝑅0(𝜀)
такое, что

1

𝑟

∑︁
|𝑧𝑗 |62𝑟

𝑟𝑗 6
𝛿0
3
, 𝑟 ≥ 𝑅1. (4.17)
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Согласно (4.14) можно считать, что

𝛼(𝑟) ≥ −𝜀𝑟
𝜌(𝑟)

4
, 𝑟 ≥ (1 − 𝛿0)𝑅1. (4.18)

Пусть |𝑧| ≥ 𝑅1 и круг 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) пересекает круг 4𝐵(𝑧, 𝛿0|𝑧|) в точке 𝑤. Предположим, что
|𝑧𝑗| > |𝑧|. Тогда в силу (4.17)

𝑟𝑗
|𝑧𝑗|

6
1

|𝑧𝑗|
∑︁

|𝑧𝑠|6|𝑧𝑗 |

𝑟𝑠 6
𝛿0
3
.

Следовательно, (︂
1 − 𝛿0

3

)︂
|𝑧𝑗| < |𝑤| < (1 + 𝛿0)|𝑧|

Отсюда с учетом неравенства 𝛿0 <
1
3
получаем: |𝑧𝑗| < 2|𝑧|. Таким образом, согласно (4.17)

сумма 𝑑 диаметров всех кругов 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗), которые пересекают 𝐵(𝑧, 𝛿0|𝑧|), удовлетворяет
оценке

𝑑

|𝑧|
6

1

|𝑧|
∑︁

|𝑧𝑗 |62|𝑧|

2𝑟𝑗 6
2𝛿0
3
.

Поэтому найдется 𝑡 ∈ (0, 1) такое, что окружность 𝑆(𝑧, 𝑡𝛿0|𝑧|) не пересекает множество
𝐵𝑓 . Положим 𝑧 = 𝑟0𝑒

𝑖𝜙0 . Тогда в силу (4.14), (4.4), (4.5) и (4.18) имеем:

ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)| ≥ 𝑟𝜌(𝑟)ℎ𝑓 (𝜙) + 𝛼(𝑟) ≥ 𝑟
𝜌(𝑟0)
0 ℎ𝑓 (𝜙0) −

𝜀𝑟
𝜌(𝑟0)
0

4
− 𝜀𝑟𝜌(𝑟)

4
≥

≥ 𝑟
𝜌(𝑟0)
0 ℎ𝑓 (𝜙0) −

3𝜀

4
𝑟
𝜌(𝑟0)
0 , 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ 𝑆(𝑧, 𝑡𝛿0|𝑧|). (4.19)

Рассмотрим функцию 𝑔(𝜆) = 𝑓(𝜆)(𝑞Λ(𝜆, 𝑧, 𝛿0))
−1. Она аналитическая в круге 𝐵(𝑧, 𝛿0|𝑧|)

и в силу (2.4) и (4.19) удовлетворяет оценке

ln |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜙)| ≥ 𝑟
𝜌(𝑟0)
0 ℎ𝑓 (𝜙0) −

3𝜀

4
𝑟
𝜌(𝑟0)
0 , 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ 𝑆(𝑧, 𝑡𝛿0|𝑧|).

Поскольку 𝑔 не имеет нулей в круге 𝐵(𝑧, 𝛿0|𝑧|), то отсюда по принципу минимума для
гармонических функций получаем:

ln |𝑔(𝑧)| ≥ 𝑟
𝜌(𝑟0)
0 ℎ𝑓 (𝜙0) −

3𝜀

4
𝑟
𝜌(𝑟0)
0 . (4.20)

Пусть 𝑧 ∈ 𝐵(Λ,Γ0(𝜏)) и |𝑧| ≥ 𝑅2. Тогда в силу (4.16) и (4.20) с учетом (2.4) имеем:

ln |𝑓(𝑧)| = ln |𝑔(𝑧)| + ln |𝑞Λ(𝑧, 𝑧, 𝛿0)| ≥ ln |𝑔(𝑧)| + ln |𝑞Λ(𝑧, 𝑧, 𝛿)| ≥

≥ |𝑧|𝜌(|𝑧|)ℎ𝑓 (𝜙0) −
3𝜀

4
|𝑧|𝜌(|𝑧|) − 𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|)

4
= |𝑧|𝜌(|𝑧|)ℎ𝑓 (𝜙0) − 𝜀|𝑧|𝜌(|𝑧|).

Так как 𝜀 > 0 — любое, то это дает нам требуемое утверждение.

Зачечание 3. a) Как уже отмечалось, в условиях теоремы 4.3 верно равенство
𝑚(Λ) = 0. Следовательно, согласно замечанию к лемме 3.3 последовательность Γ = {𝛾𝑘}
в теореме 4.3 можно выбрать так, что будет выполнено (3.19).
b) Множество 𝐵(Λ,Γ0(𝜏)) является объединением попарно не пересекающихся кругов

𝐵(𝜆𝑘, 𝛾
0
𝑘(𝜏)), где

𝛾0𝑘(𝜏) = 𝜏 min{𝛾𝑘, 𝛽𝑘/2}, 𝛽𝑘 = min
𝑠 ̸=𝑘

|𝜆𝑘 − 𝜆𝑠|, 𝑘 ≥ 1, lim
𝑘→∞

𝑛𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

ln
𝛾𝑘
|𝜆𝑘|

= 0.

Согласно замечанию 1 c) к лемме 3.2 для простых точек (𝑛𝑘 = 1) последнее равенство
равносильно соотношению

ln 𝛾𝑘
|𝜆𝑘|𝜌(|𝜆𝑘|)

→ 0, 𝑘 → ∞.
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В этом случае в силу этого замечания сумму радиусов исключительных кругов
𝐵(𝜆𝑘, 𝛾

0
𝑘(𝜏)) можно сделать сколь угодно малой. В частности (с учетом теоремы 4.2),

это можно сделать, когда Λ — регулярное множество. Отметим, что исключительное
множество из теоремы 5 в книге [1] (гл. II, §1) существенно больше (оно имеет лишь
конечную верхнюю линейную плотность 𝜎(𝐵𝑓 )).

Теорема 4.4. Пусть 𝑓 — целая функция порядка не выше 𝜌(𝑟), Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘} — ее
кратное нулевое множество, и 𝐵𝑘, 𝑘 ≥ 1, — открытые попарно непересекающиеся мно-
жества, 𝐵 = ∪∞

𝑘=1𝐵𝑘. Предположим, что 𝜆𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 ≥ 1, диаметры 𝑑𝑘 множеств 𝐵𝑘

удовлетворяют (3.20) и для каждого 𝜀 > 0 существует 𝑟(𝜀) > 0 такое, что

ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)| ≥ (ℎ𝑓 (𝜙) − 𝜀)𝑟𝜌(𝑟), 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ 𝜕𝐵 ∖𝐵(0, 𝑟(𝜀)). (4.21)

Тогда 𝑆Λ = 0 и 𝑚(Λ) = 0.

Доказательство. Покажем, что имеет место неравенство (3.21). Фиксируем 𝜀 > 0. Выбе-
рем числа 𝛿0 ∈ (0, 1) и 𝑅0(𝜀) ≥ 𝑟(𝜀) такие, что выполнено (4.4) и (4.5). Выберем теперь
𝑅(𝜀) ≥ 𝑅0(𝜀) такое, что верно (4.1). Выберем, наконец, номер 𝑘0 такой, что

|𝜆𝑘| > 𝑅(𝜀)(1 − 𝛿0)
−1, 𝑘 ≥ 𝑘0. (4.22)

Пусть 𝑘 ≥ 𝑘0 и 𝜆𝑘 = 𝑟𝑘𝑒
𝑖𝜙𝑘 . Рассмотрим функцию 𝑔(𝑧) = 𝑓(𝑧)(𝑞Λ(𝑧, 𝜆𝑘,

𝛿0
5

))−1. В силу
(2.5), (4.1), (4.22), (4.4) и (4.5) имеем:

ln |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜙)| 6 ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)| 6 (ℎ𝑓 (𝜙) + 𝜀)𝑟𝜌(𝑟) 6 (ℎ𝑓 (𝜙𝑘) + 2𝜀)𝑟
𝜌(𝑟𝑘)
𝑘 , 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ 𝑆(𝜆𝑘, 𝛿0|𝜆𝑘|).

Отсюда согласно принципу максимума для субгармонических функций получаем:

ln |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜙)| 6 (ℎ𝑓 (𝜙𝑘) + 2𝜀)𝑟
𝜌(𝑟𝑘)
𝑘 , 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿0|𝜆𝑘|).

Пусть 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ 𝐵
(︁
𝜆𝑘,

𝛿0|𝜆𝑘|
5

)︁
. Тогда 𝑟 > 𝑅(𝜀) и 𝜆𝑘 ∈ 𝐵(𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝛿0𝑟). Следовательно, с учетом

(4.4) и (4.5) имеем:

ln |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜙)| 6 (ℎ𝑓 (𝜙) + 4𝜀)𝑟𝜌(𝑟).

Отсюда и (4.21) для всех 𝑘 ≥ 𝑘0 следует неравенство

ln |𝑞Λ(𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝜆𝑘,
𝛿0
5

)| = ln |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)| − ln |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜙)| ≥ −5𝜀𝑟𝜌(𝑟), 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ 𝐵

(︂
𝜆𝑘,

𝛿0|𝜆𝑘|
5

)︂
∩ 𝜕𝐵.

Это дает нам (3.21). Таким образом, с учетом условий теоремы выполнены все условия
леммы 3.4. Следовательно, верно ее утверждение, т.е. 𝑆Λ = 𝑚(Λ) = 0.

Теорема 4.5. Пусть 𝑓 — целая функция порядка не выше 𝜌(𝑟) и Λ = {𝜆𝑘, 𝑛𝑘} — ее
кратное нулевое множество. Эквивалентны следующие утверждения:
1. Λ — правильно сбалансированное множество.

2. Существуют числа 𝛾0𝑘 > 0, 𝑘 ≥ 1, такие, что
𝛾0𝑘
|𝜆𝑘|

→ 0, 𝑘 → ∞, круги 𝐵(𝜆𝑘, 𝛾
0
𝑘)

попарно не пересекаются и выполнено (4.14), где 𝐵𝑓 = ∪∞
𝑘=1𝐵(𝜆𝑘, 𝛾

0
𝑘).

Доказательство. Пусть имеет место утверждение 1. Тогда 𝑆Λ = 0 и Λ — правильно рас-
пределенное множество. Согласно указанному выше результату Б.Я. Левина функция 𝑓
имеет вполне регулярный рост. Таким образом, в силу теоремы 4.3 с учетом замечания 3
a) к ней верно утверждение 2.
Пусть теперь имеет место утверждение 2. Тогда по теореме 4.4 имеем: 𝑆Λ = 0. Пока-

жем, что 𝑓 — функция вполне регулярного роста. Для этого, как отмечалось в начале
параграфа, достаточно доказать, что 𝑓 имеет регулярный рост на каждом луче 𝐿𝜙.
Образуем последовательность {𝑝𝑚}∞𝑚=1 всех натуральных чисел 𝑝 таких, что полуинтер-

вал [(𝑝 − 1)𝑒𝑖𝜙, 𝑝𝑒𝑖𝜙) не лежит целиком в 𝐵𝑓 . Для каждого 𝑚 ≥ 1 произвольным образом
выберем точку 𝑧𝑚 ∈ [(𝑝𝑚 − 1)𝑒𝑖𝜙, 𝑝𝑚𝑒

𝑖𝜙) ∖ 𝐵𝑓 . Получили последовательность {𝑧𝑚}∞𝑚=1. По
построению выполнено первое, второе, а с учетом (4.14), и четвертое равенство из (4.3).
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Покажем, что выполнено также третье равенство. Предположим, что это не так. Тогда
найдется подпоследовательность {𝑧𝑚𝑗

}∞𝑗=1 такая, что для некоторого 𝛼 > 1 верны нера-
венства

|𝑧𝑚𝑗+1| > 𝛼|𝑧𝑚𝑗
|, 𝑗 ≥ 1.

Тогда по построению для каждого 𝑗 ≥ 1 полуинтервал [([|𝑧𝑚𝑗
|] + 1)𝑒𝑖𝜙, [𝛼|𝑧𝑚𝑗

|]𝑒𝑖𝜙) ([𝑥] —
целая часть числа 𝑥) лежит в 𝐵𝑓 . Поскольку 𝐵(𝜆𝑘, 𝛾

0
𝑘) попарно не пересекаются, то этот

полуинтервал лежит в некотором круге 𝐵(𝜆𝑘𝑗 , 𝛾
0
𝑘𝑗

). Так как
𝛾0𝑘
|𝜆𝑘|

→ 0, то
|𝑤𝑗 |
|𝜆𝑘𝑗 |

→ 1, 𝑗 → ∞,

где 𝑤𝑗 = ([|𝑧𝑚𝑗
|] + 1)𝑒𝑖𝜙. Поэтому

0 = lim
𝑗→∞

2𝛾0𝑘𝑗
|𝜆𝑘𝑗 |

≥ lim
𝑗→∞

[𝛼|𝑧𝑚𝑗
|] − [|𝑧𝑚𝑗

|] − 1

|𝜆𝑘𝑗 |
= lim

𝑗→∞

[𝛼|𝑧𝑚𝑗
|] − [|𝑧𝑚𝑗

]|] − 1

|𝑤𝑗|
= 𝛼− 1 > 0.

Получили противоречие. Таким образом, имеют место равенства (4.3). Тогда по лемме
4.1 функция 𝑓 имеет регулярный рост на луче 𝐿𝜙.

Зачечание 4. По теореме 4.2 регулярное множество является частным случаем пра-
вильно сбалансированного множества. Первое множество появилось лишь с той целью,
чтобы исключительное множество в (4.14) состояло из попарно не пересекающихся кру-
гов с центрами в нулях и относительно малыми радиусами. Согласно теореме 4.5 необ-
ходимым и достаточным условием для этого является правильная сбалансированность
нулевого множества функции 𝑓 . Таким образом, понятие правильно сбалансированно-
го множества является естественным обобщением понятия регулярного множества.
Отметим еще, что понятие правильно сбалансированного множества эффективно и в
случае кратного нулевого множества.
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