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ПЕРЕНОРМИРОВКИ ИДЕАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВ

ИЗМЕРИМЫХ ОПЕРАТОРОВ, ПРИСОЕДИНЕННЫХ

К ПОЛУКОНЕЧНОЙ АЛГЕБРЕ ФОН НЕЙМАНА

А.М. БИКЧЕНТАЕВ

Аннотация. Работа посвящена некоммутативным аналогам классических методов по-
строения функциональных пространств. Пусть алгебра фон Неймана ℳ операторов
действует в гильбертовом пространстве ℋ, 𝜏 – точный нормальный полуконечный след
на ℳ. Пусть ̃︁ℳ – *-алгебра 𝜏 -измеримых операторов, |𝑋| =

√
𝑋*𝑋 для 𝑋 ∈ ̃︁ℳ. Ли-

неал ℰ в ̃︁ℳ называется идеальным пространством на (ℳ, 𝜏), если 1) из 𝑋 ∈ ℰ следует,

что 𝑋* ∈ ℰ ; 2) из 𝑋 ∈ ℰ , 𝑌 ∈ ̃︁ℳ и |𝑌 | 6 |𝑋| следует, что 𝑌 ∈ ℰ .
Пусть ℰ , ℱ – идеальные пространства на (ℳ, 𝜏). Предложен метод построения отоб-

ражения 𝜌 : ℰ → [0,+∞] с хорошими свойствами, используя заданное на положитель-
ном конусе ℰ+ отображение 𝜌. При этом, если ℰ = ℳ и 𝜌 = 𝜏 , то 𝜌(𝑋) = 𝜏(|𝑋|)
и, в случае конечности следа 𝜏 , 𝜌(𝑋) = ‖𝑋‖1, для всех 𝑋 ∈ ℳ. Исследован случай,
когда 𝜌(𝑋) эквивалентно исходному отображению 𝜌(|𝑋|). Используя отображения на
ℰ и ℱ , построено новое отображение с хорошими свойствами на сумме ℰ + ℱ . При-
ведены примеры таких отображений. Результаты являютя новыми и для *-алгебры
ℳ = ℬ(ℋ) всех ограниченных линейных операторов в ℋ, снабженной каноническим
следом 𝜏 = tr.
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1. Введение

Работа посвящена некоммутативным аналогам классических методов построения функ-
циональных пространств. Начало развития соответствующего аспекта теории некоммута-
тивного интегрирования связана с именами И. Сигала и Ж. Диксмье, которые в начале
1950-х гг. создали теорию интегрирования относительно следа на полуконечной алгебре
фон Неймана [1]. Результаты этих исследований нашли эффектные применения в теории
двойственности для унимодулярных групп и стимулировали прогресс «некоммутативной
теории вероятностей». Теория алгебр измеримых и локально измеримых операторов ин-
тенсивно развивается и имеет интересные приложения в различных областях функцио-
нального анализа, математической физики, статистической механики, квантовой теории
поля.
До середины 1980-х гг. идеальные пространства измеримых операторов служили пре-

имущественно объектом исследования (см. [2] и библиографию в ней). В последнее время
появились публикации, в которых они выступают как инструмент (например, [3]). Вы-
шесказанное демонстрирует актуальность поиска новых методов построения идеальных
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пространств и развития общей теории этих пространств. В [4], [5] были предложены но-
вые методы построения идеальных пространств на полуконечных алгебрах фон Неймана
и исследованы геометрические и топологические свойства полученных пространств.
Пусть алгебра фон Неймана ℳ операторов действует в гильбертовом пространстве ℋ,

𝜏 – точный нормальный полуконечный след на ℳ. Пусть ℰ , ℱ – идеальные пространства
на (ℳ, 𝜏). В разделе 3 предложен метод построения отображения 𝜌 : ℰ → [0,+∞] с хоро-
шими свойствами, используя заданное на положительном конусе ℰ+ отображение 𝜌. При
этом, если ℰ = ℳ и 𝜌 = 𝜏 , то 𝜌(𝑋) = 𝜏(|𝑋|) и, в случае конечности следа 𝜏 , 𝜌(𝑋) = ‖𝑋‖1,
для всех 𝑋 ∈ ℳ. Исследован случай, когда 𝜌(𝑋) эквивалентно исходному отображению
𝜌(|𝑋|). В разделе 4, используя отображения на ℰ и ℱ , построено новое отображение с хоро-
шими свойствами на сумме ℰ+ℱ . Результаты являютя новыми и для *-алгебрыℳ = ℬ(ℋ)
всех ограниченных линейных операторов в ℋ, снабженной каноническим следом 𝜏 = tr.

2. Обозначения и определения

Пусть ℳ – алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом пространстве ℋ, ℳpr –
решетка проекторов (𝑃 = 𝑃 2 = 𝑃 *) в ℳ, 𝐼 – единица ℳ, 𝑃⊥ = 𝐼 −𝑃 для 𝑃 ∈ ℳpr, ℳ+ –
конус положительных элементов из ℳ, ℳ1 = {𝑋 ∈ ℳ : ‖𝑋‖ 6 1}.
Отображение 𝜙 : ℳ+ → [0,+∞] называется следом, если 𝜙(𝑋 + 𝑌 ) = 𝜙(𝑋) + 𝜙(𝑌 ),

𝜙(𝜆𝑋) = 𝜆𝜙(𝑋) для всех 𝑋, 𝑌 ∈ ℳ+, 𝜆 ≥ 0 (при этом 0 · (+∞) ≡ 0) и 𝜙(𝑍*𝑍) = 𝜙(𝑍𝑍*)
для всех 𝑍 ∈ ℳ. След 𝜙 называется точным, если 𝜙(𝑋) > 0 для всех 𝑋 ∈ ℳ+, 𝑋 ̸= 0;
полуконечным, если 𝜙(𝑋) = sup{𝜙(𝑌 ) : 𝑌 ∈ ℳ+, 𝑌 ≤ 𝑋, 𝜙(𝑌 ) < +∞} для каждого
𝑋 ∈ ℳ+; нормальным, если 𝑋𝑖 ↗ 𝑋 (𝑋𝑖, 𝑋 ∈ ℳ+) ⇒ 𝜙(𝑋) = sup𝜙(𝑋𝑖) (см. [6, гл. V,
§2]).
Оператор в ℋ (не обязательно ограниченный или плотно определенный) называется

присоединенным к алгебре фон Неймана ℳ, если он перестановочен с любым унитар-
ным оператором из коммутанта ℳ′ алгебры ℳ. Далее всюду 𝜏 – точный нормальный
полуконечный след на ℳ. Замкнутый оператор 𝑋, присоединенный к ℳ, имеющий всю-
ду плотную в ℋ область определения 𝒟(𝑋), называется 𝜏 -измеримым, если для любого

𝜀 > 0 существует такой 𝑃 ∈ ℳpr, что 𝑃ℋ ⊂ 𝒟(𝑋) и 𝜏(𝑃⊥) < 𝜀. Множество ̃︁ℳ всех
𝜏 -измеримых операторов является *-алгеброй относительно перехода к сопряженному опе-
ратору, умножению на скаляр и операций сильного сложения и умножения, получаемых

замыканием обычных операций [1], [7]. Для семейства ℒ ⊂ ̃︁ℳ обозначим через ℒ+ и ℒsa

его положительную и эрмитову части, соответственно. Частичный порядок в ̃︁ℳsa

, порож-

денный собственным конусом ̃︁ℳ+
, будем обозначать через 6. Если 𝑋 ∈ ̃︁ℳ и 𝑋 = 𝑈 |𝑋| –

полярное разложение 𝑋, то 𝑈 ∈ ℳ1 и |𝑋| =
√
𝑋*𝑋 ∈ ̃︁ℳ+

.

В *-алгебре ̃︁ℳ вводится топология 𝑡𝜏 сходимости по мере [7], фундаментальную систему
окрестностей нуля которой образуют множества

𝑈(𝜀, 𝛿) = {𝑋 ∈ ̃︁ℳ : ∃𝑃 ∈ ℳpr (‖𝑋𝑃‖ ≤ 𝜀 и 𝜏(𝑃⊥) 6 𝛿)}, 𝜀 > 0, 𝛿 > 0.

Известно, что (̃︁ℳ, 𝑡𝜏 ) является полной метризуемой топологической *-алгеброй, причем
ℳ плотно в (̃︁ℳ, 𝑡𝜏 ).

Через 𝜇𝑡(𝑋) обозначим перестановку оператора 𝑋 ∈ ̃︁ℳ, т. е. невозрастающую непре-
рывную справа функцию 𝜇(𝑋) : (0,∞) → [0,∞), заданную формулой

𝜇𝑡(𝑋) = inf{‖𝑋𝑃‖ : 𝑃 ∈ ℳpr, 𝜏(𝑃⊥) 6 𝑡}, 𝑡 > 0.

Множество 𝜏 -компактных операторов ̃︁ℳ0 = {𝑋 ∈ ̃︁ℳ : lim
𝑡→∞

𝜇𝑡(𝑋) = 0} является

𝑡𝜏 -замкнутым идеалом в ̃︁ℳ [8]. Пусть 𝑚 – линейная мера Лебега на R. Ассоциированное
с (ℳ, 𝜏) некоммутативное 𝐿𝑝-пространство Лебега (0 < 𝑝 < ∞) может быть определено

как 𝐿𝑝(ℳ, 𝜏) = {𝑋 ∈ ̃︁ℳ : 𝜇𝑡(𝑋) ∈ 𝐿𝑝(R+,𝑚)} с 𝐹 -нормой (нормой для 1 6 𝑝 < ∞)
‖𝑋‖𝑝 = ‖𝜇𝑡(𝑋)‖𝑝, 𝑋 ∈ 𝐿𝑝(ℳ, 𝜏).
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Линеал ℰ в ̃︁ℳ называется идеальным пространством на (ℳ, 𝜏) (см. [9], [3] и [2]), ес-

ли 1) из 𝑋 ∈ ℰ следует, что 𝑋* ∈ ℰ ; 2) из 𝑋 ∈ ℰ , 𝑌 ∈ ̃︁ℳ и |𝑌 | 6 |𝑋| следует, что
𝑌 ∈ ℰ . Таковы, например, алгебраℳ, совокупность элементарных операторов ℱ(ℳ), ̃︁ℳ0,
(𝐿1+𝐿∞)(ℳ, 𝜏) и 𝐿𝑝(ℳ, 𝜏) при 0 < 𝑝 < +∞. Для каждого идеального пространства ℰ на
(ℳ, 𝜏) имеем ℳℰℳ ⊆ ℰ [2, лемма 5].
Если ℳ = ℬ(ℋ) – *-алгебра всех ограниченных линейных операторов в ℋ и 𝜏 = tr –

канонический след, то ̃︁ℳ и ̃︁ℳ0 совпадают с ℬ(ℋ) и с идеалом компактных операторов
в ℋ соответственно. Имеем 𝜇𝑡(𝑋) =

∑︀∞
𝑛=1 𝑠𝑛(𝑋)𝜒[𝑛−1,𝑛)(𝑡), 𝑡 > 0, где {𝑠𝑛(𝑋)}∞𝑛=1 – после-

довательность 𝑠-чисел компактного оператора 𝑋 [10, с. 46]; 𝜒𝐴 – индикатор множества
𝐴 ⊂ R. Тогда пространство 𝐿𝑝(ℳ, 𝜏) есть идеал Шаттена–фон Неймана S𝑝, 0 < 𝑝 < ∞.

Лемма 2.1. (см. [11], с. 261). Если 𝑋, 𝑌 ∈ ̃︁ℳ+
и 𝑋 6 𝑌 , то существует оператор

𝑍 ∈ ℳ1 такой, что
√
𝑋 = 𝑍

√
𝑌 и 𝑋 = 𝑍𝑌 𝑍*.

Лемма 2.2. (см. [12], с. 720). Если 𝑋, 𝑌 ∈ ̃︁ℳsa

и 𝑍 ∈ ̃︁ℳ, то из неравенства 𝑋 ≤ 𝑌
следует, что 𝑍𝑋𝑍* ≤ 𝑍𝑌 𝑍*.

3. Перенормировка идеальных пространств

Пусть 𝜏 – точный нормальный полуконечный след на алгебре фон Неймана ℳ, ℰ –

идеальное пространство на (ℳ, 𝜏). Если 𝐴 ∈ ̃︁ℳ и 𝐴*𝐴 ∈ ℰ , то 𝐴𝐴* ∈ ℰ [2, лемма 5]. Для
отображения 𝜌 : ℰ+ → [0,+∞] введем условия:
(i) если 𝑋, 𝑌 ∈ ℰ+ и 𝑋 6 𝑌 , то 𝜌(𝑋) 6 𝜌(𝑌 );

(ii) 𝜌(𝑋*𝑋) = 𝜌(𝑋𝑋*) для всех 𝑋 ∈ ̃︁ℳ с 𝑋*𝑋 ∈ ℰ ;
(iii) 𝜌(𝑋 + 𝑌 ) 6 𝜌(𝑋) + 𝜌(𝑌 ) для всех 𝑋, 𝑌 ∈ ℰ+.

Для отображения 𝜌 : ℰ → [0,+∞] введем условия:
(iv) 𝜌(𝑋) = 𝜌(|𝑋|) = 𝜌(𝑋*) для всех 𝑋 ∈ ℰ ;
(v) 𝜌(𝑋 + 𝑌 ) 6 𝜌(𝑋) + 𝜌(𝑌 ) для всех 𝑋, 𝑌 ∈ ℰ ;
(vi) 𝜌(𝜆𝑋) = |𝜆|𝜌(𝑋) для всех 𝜆 ∈ C и 𝑋, 𝑌 ∈ ℰ (при этом 0 ·+∞ = 0).

Пример 3.1. Пусть (ℰ , ‖ · ‖ℰ) – нормированное идеальное пространство на (ℳ, 𝜏) [9].
Тогда ограничение нормы ‖ · ‖ℰ на ℰ+ удовлетворяет условиям (i)–(iii), а ‖ · ‖ℰ удовлетво-
ряет условиям (iv)–(vi). Примеры: (ℳ, ‖ · ‖) и (𝐿𝑝(ℳ, 𝜏), ‖ · ‖𝑝) для 𝑝 > 1.

Пример 3.2. Пусть 𝜌 = ⟨(·)𝜉, 𝜉⟩ (𝜉 ∈ ℋ, ‖𝜉‖ = 1) – векторное состояние на алгеб-
ре ℬ(ℋ). Сужение 𝜌|ℬ(ℋ)+ удовлетворяет условиям (i) и (iii). Для 𝜌1 = |𝜌| выполнены
условия (v) и (vi).

Пример 3.3. Пусть ℰ – идеальное пространство на (ℳ, 𝜏) и 𝑌 ∈ ℰ+. Положим
𝜌(𝑋) = inf{𝜆 > 0 : 𝑋 6 𝜆𝑌 } для всех 𝑋 ∈ ℰ+, считая inf по ∅ равным +∞. Тогда
𝜌 удовлетворяет условиям (i) и (iii).

Предложение 3.1. Пусть ℰ – идеальное пространство на (ℳ, 𝜏) и отображе-
ние 𝜌 : ℰ → [0,+∞] удовлетворяет условиям (iv)–(vi) (или (i), (iv) и (v)). Тогда
ℱ = {𝑋 ∈ ℰ : 𝜌(𝑋) < +∞} является идеальным пространством на (ℳ, 𝜏).

Предложение 3.2. Пусть ℰ – идеальное пространство на (ℳ, 𝜏) и отображение

𝜌 : ℰ → [0,+∞] удовлетворяет условиям (i)–(iii). Тогда 𝜌(𝑋) 6
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜌(𝑌𝑘𝑋𝑌 *
𝑘 ) для всех

𝑋 ∈ ℰ+ и {𝑌𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ ℳ с
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑌 *
𝑘 𝑌𝑘 > 𝐼.

Доказательство. В силу леммы 2.2 имеем

𝑋 6
√
𝑋

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑌 *
𝑘 𝑌𝑘

)︃
√
𝑋 =

𝑛∑︁
𝑘=1

√
𝑋𝑌 *

𝑘 𝑌𝑘

√
𝑋.
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Поэтому 𝜌(𝑋) 6
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜌(
√
𝑋𝑌 *

𝑘 𝑌𝑘

√
𝑋) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜌(𝑌𝑘𝑋𝑌 *
𝑘 ) и предложение доказано.

Лемма 3.1. Пусть ℰ – идеальное пространство на (ℳ, 𝜏) и отображение
𝜌 : ℰ → [0,+∞] удовлетворяет условиям (i), (iv). Если 𝑋, 𝑌 ∈ ℳ1, то 𝜌(𝑋𝑍𝑌 ) 6 𝜌(𝑍)
для всех 𝑍 ∈ ℰ.
Доказательство. Если операторы 𝐴,𝐵 ∈ ℳ, то 𝐴𝑍𝐵 ∈ ℰ для всех 𝑍 ∈ ℰ . Для всех
𝑋 ∈ ℳ1 и 𝑍 ∈ ℰ в силу операторной монотонности функции 𝜆 ↦→

√
𝜆 на R+ и леммы 2.2

имеем
𝜌(𝑋𝑍) = 𝜌(|𝑋𝑍|) = 𝜌(

√
𝑍*𝑋*𝑋𝑍) 6 𝜌(

√
𝑍*𝑍) = 𝜌(|𝑍|) = 𝜌(𝑍).

Если 𝑌 ∈ ℳ1, то 𝑌 * ∈ ℳ1 и 𝜌(𝑍𝑌 ) = 𝜌((𝑍𝑌 )*) = 𝜌(𝑌 *𝑍*) 6 𝜌(𝑍*) = 𝜌(𝑍). Лемма
доказана.

Предложение 3.3. Пусть ℰ – идеальное пространство на (ℳ, 𝜏) и отображение
𝜌 : ℰ → [0,+∞] удовлетворяет условиям (i), (iv). Тогда 𝜌 удовлетворяет условию (ii).

Доказательство. Пусть 𝑋 = 𝑈 |𝑋| – полярное разложение оператора 𝑋 ∈ ̃︁ℳ.
Тогда 𝑈,𝑈* ∈ ℳ1 и 𝑋𝑋* = 𝑈𝑋*𝑋𝑈* ∈ ℰ . В силу леммы 3.1 имеем
𝜌(𝑋𝑋*) = 𝜌(𝑈𝑋*𝑋𝑈*) 6 𝜌(𝑋*𝑋). Заменив 𝑋 на 𝑋*, получаем 𝜌(𝑋*𝑋) 6 𝜌(𝑋𝑋*) и (ii)
доказано.

Теорема 3.1. Пусть ℰ – идеальное пространство на (ℳ, 𝜏), и задано отображение
𝜌 : ℰ+ → [0,+∞]. Положим

𝜌(𝑋) = sup
𝑍∈ℳ1

sup
06𝐴6𝑍|𝑋|𝑍*

𝜌(𝐴) для всех 𝑋 ∈ ℰ . (1)

Тогда для 𝜌 выполнены условия (i), (ii), (iv) и 𝜌(𝑋) > 𝜌(|𝑋|) для всех 𝑋 ∈ ℰ.
Доказательство. Пусть 𝑋, 𝑌 ∈ ℰ+ и 𝑋 6 𝑌 . В силу леммы 2.1 найдется оператор 𝑈 ∈ ℳ1

такой, что 𝑋 = 𝑈𝑌 𝑈*. Поэтому

𝜌(𝑋) = sup
𝑍∈ℳ1

sup
06𝐴6𝑍𝑋𝑍*

𝜌(𝐴) = sup
𝑍∈ℳ1

sup
06𝐴6𝑍𝑈𝑌 𝑈*𝑍*

𝜌(𝐴) 6

6 sup
𝑍∈ℳ1

sup
06𝐴6𝑍𝑌 𝑍*

𝜌(𝐴) = 𝜌(𝑌 )

и (i) установлено.

Пусть 𝑋 = 𝑈 |𝑋| – полярное разложение оператора 𝑋 ∈ ̃︁ℳ. Тогда |𝑋*| = 𝑈 |𝑋|𝑈* и
|𝑋*|2 = 𝑈 |𝑋|2𝑈*. Имеем

𝜌(𝑋*) = sup
𝑍∈ℳ1

sup
06𝐴6𝑍|𝑋*|𝑍*

𝜌(𝐴) = sup
𝑍∈ℳ1

sup
06𝐴6𝑍𝑈 |𝑋|𝑈*𝑍*

𝜌(𝐴) 6

6 sup
𝑍∈ℳ1

sup
06𝐴6𝑍|𝑋|𝑍*

𝜌(𝐴) = 𝜌(𝑋).

С учетом равенства (𝑋*)* = 𝑋, (iv) установлено. Теперь (ii) следует из предложения 3.3.
Теорема доказана.

Теорема 3.2. Пусть ℰ – идеальное пространство на (ℳ, 𝜏), и пусть отображение
𝜌 : ℰ+ → [0,+∞] удовлетворяет условию (iii). Тогда отображение 𝜌 : ℰ → [0,+∞], опре-
деленное по формуле (1), удовлетворяет условию (v).

Доказательство. Пусть𝑋, 𝑌 ∈ ℰ и 𝛼 = 𝜌(𝑋+𝑌 ). Тогда для каждого числа 𝜀 > 0 найдутся
операторы 𝑍𝜀 ∈ ℳ1 и 𝐴𝜀 ∈ ℰ+ такие, что

𝐴𝜀 6 𝑍𝜀|𝑋 + 𝑌 |𝑍*
𝜀 , 𝛼 > 𝜌(𝐴𝜀) > 𝛼− 𝜀.

Существуют такие частичные изометрии 𝑉,𝑊 ∈ ℳ1, что |𝑋 + 𝑌 | 6 𝑉 |𝑋|𝑉 * + 𝑊 |𝑌 |𝑊 *

([13, теорема 2.2]; [14]). Поэтому (см. также лемму 2.2) для каждого числа 𝜀 > 0 найдутся
операторы 𝑍𝜀 ∈ ℳ1 и 𝐴𝜀 ∈ ℰ+ такие, что

𝐴𝜀 6 𝑍𝜀𝑉 |𝑋|𝑉 *𝑍*
𝜀 + 𝑍𝜀𝑊 |𝑌 |𝑊 *𝑍*

𝜀 , 𝛼 > 𝜌(𝐴𝜀) > 𝛼− 𝜀.
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В силу леммы 1 имеем для каждого числа 𝜀 > 0 найдется оператор 𝑈𝜀 ∈ ℳ1 такой, что

𝐴𝜀 = 𝑈𝜀𝑍𝜀𝑉 |𝑋|𝑉 *𝑍*
𝜀𝑈

*
𝜀 + 𝑈𝜀𝑍𝜀𝑊 |𝑌 |𝑊 *𝑍*

𝜀𝑈
*
𝜀 .

Операторы 𝑈𝜀𝑍𝜀𝑉 , 𝑈𝜀𝑍𝜀𝑊 лежат в ℳ1 и

𝜌(𝐴𝜀) 6 𝜌(𝑈𝜀𝑍𝜀𝑉 |𝑋|𝑉 *𝑍*
𝜀𝑈

*
𝜀 ) + 𝜌(𝑈𝜀𝑍𝜀𝑊 |𝑌 |𝑊 *𝑍*

𝜀𝑈
*
𝜀 ) 6 𝜌(𝑋) + 𝜌(𝑌 ).

В силу произвольности числа 𝜀 > 0 получаем 𝛼 6 𝜌(𝑋) + 𝜌(𝑌 ) и теорема доказана.

Замечание 3.1. В условиях теоремы 3.1 если 𝜌(𝐴) = 0 ⇔ 𝐴 = 0 (𝐴 ∈ ℰ+), то
𝜌(𝑋) = 0 ⇔ 𝑋 = 0 (𝑋 ∈ ℰ); если 𝜌(𝜆𝐴) = 𝜆𝜌(𝐴) для всех 𝜆 ∈ R+ и 𝐴 ∈ ℰ+, то 𝜌
удовлетворяет условию (iv). Если 𝜌 удовлетворяет условию (i), то 𝜌(𝐼) = 𝜌(𝐼) и

𝜌(𝑋) = sup
𝑍∈ℳ1

𝜌(𝑍|𝑋|𝑍*) для всех 𝑋 ∈ ℰ .

Предложение 3.4. Пусть ℰ – идеальное пространство на (ℳ, 𝜏), 𝜌 : ℰ+ → [0,+∞],
и пусть отображение 𝜌 : ℰ → [0,+∞] определено по формуле (1). Если для 𝜌 выполнены
условия (i) и (ii), то 𝜌(𝑋) = 𝜌(|𝑋|) для всех 𝑋 ∈ ℰ.

Доказательство. Имеем 𝑍*𝑍 6 𝐼 для всех 𝑍 ∈ ℳ1 и
√︀
|𝑋|𝑍*𝑍

√︀
|𝑋| 6 |𝑋| для 𝑋 ∈ ℰ в

силу леммы 2.2. Тогда

𝜌(𝑋) = sup
𝑍∈ℳ1

sup
06𝐴6𝑍|𝑋|𝑍*

𝜌(𝐴) = sup
𝑍∈ℳ1

𝜌(𝑍|𝑋|𝑍*) = sup
𝑍∈ℳ1

𝜌(
√︀
|𝑋|𝑍*𝑍

√︀
|𝑋|) = 𝜌(|𝑋|).

Таким образом, ограничение 𝜌|ℰ+ совпадает с 𝜌. Утверждение доказано.

Пример 3.4. Пусть ℰ = ℳ и 𝜌 = 𝜏 . Тогда 𝜌(𝑋) = 𝜏(|𝑋|) и, в случае конечности следа
𝜏 , 𝜌(𝑋) = ‖𝑋‖1, для всех 𝑋 ∈ ℳ.

Предложение 3.5. Пусть ℰ – идеальное пространство на (ℳ, 𝜏), 𝜌 : ℰ+ → [0,+∞], и
пусть отображение 𝜌 : ℰ → [0,+∞] определено по формуле (1). Если выполнены условия

(vii) существует 𝐶1 > 0 такое, что 𝜌(𝑋*𝑋) 6 𝐶1𝜌(𝑋𝑋*) для всех 𝑋 ∈ ̃︁ℳ с 𝑋*𝑋 ∈ ℰ;
(viii) существует 𝐶2 > 0 такое, что 𝜌(𝑋) 6 𝐶2𝜌(𝑌 ) для всех 𝑋, 𝑌 ∈ ℰ+ с 𝑋 6 𝑌 ,

то 𝜌(|𝑋|) 6 𝜌(𝑋) 6 2𝐶1𝐶
2
2𝜌(|𝑋|) для всех 𝑋 ∈ ℰ.

Доказательство. Пусть 𝑋 ∈ ℰ , 𝑍 ∈ ℳ1 и 0 6 𝐴 6 𝑍|𝑋|𝑍* такие, что 𝜌(𝑋) 6 2𝜌(𝐴).

Имеем
√︀

|𝑋|𝑍*𝑍
√︀

|𝑋| 6 |𝑋| в силу леммы 2.2 и

𝜌(𝑋) 6 2𝜌(𝐴) 6 2𝐶2𝜌(𝑍|𝑋|𝑍*) 6 2𝐶1𝐶2𝜌(
√︀

|𝑋|𝑍*𝑍
√︀
|𝑋|) 6 2𝐶1𝐶

2
2𝜌(|𝑋|).

Таким образом, 𝜌(|𝑋|) 6 𝜌(𝑋) 6 2𝐶1𝐶
2
2𝜌(|𝑋|) для всех 𝑋 ∈ ℰ . Утверждение доказано.

Замечание 3.2. Пусть ℰ – идеальное пространство на (ℳ, 𝜏), где ℳ – конечная ал-
гебра фон Неймана (т.е. из 𝑈 ∈ ℳ и 𝑈*𝑈 = 𝐼 следует, что 𝑈𝑈* = 𝐼). Пусть отобра-
жение 𝜌 : ℰ → R+ удовлетворяет условию (v). Положим

𝜌1(𝑋) = sup
𝑍,𝑇∈ℳ1

𝜌(𝑍𝑋𝑇 ) для всех 𝑋 ∈ ℰ .

В теореме 2 [15] показано, что отображение 𝜌1 : ℰ → [0,+∞] удовлетворяет условиям
(i), (iv) и (v). Для отображения 𝜌 со свойством (vi) отображение 𝜌1 также удовлетво-
ряет условию (vi).

Предложение 3.6. Положим 𝜌2 = ̃︂𝜌|ℰ+. Тогда 𝜌2(𝑋) 6 𝜌1(𝑋) для всех 𝑋 ∈ ℰ.
Доказательство. Пусть 𝑋 ∈ ℰ и 𝛼 = 𝜌2(𝑋). Тогда для каждого числа 𝜀 > 0 найдутся
операторы 𝑍𝜀 ∈ ℳ1 и 𝐴𝜀 ∈ ℰ+ такие, что

𝐴𝜀 6 𝑍𝜀|𝑋|𝑍*
𝜀 , 𝛼 > 𝜌(𝐴𝜀) > 𝛼− 𝜀.

В силу леммы 2.1 для каждого числа 𝜀 > 0 найдется оператор 𝑈𝜀 ∈ ℳ1 такой, что

𝐴𝜀 = 𝑈𝜀𝑍𝜀|𝑋|𝑍*
𝜀𝑈

*
𝜀 .
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Поэтому
𝜌1(𝑋) = 𝜌1(|𝑋|) = sup

𝑍,𝑇∈ℳ1

𝜌(𝑍|𝑋|𝑇 ) > 𝜌(𝐴𝜀) > 𝛼− 𝜀.

В силу произвольности числа 𝜀 > 0 имеем 𝜌1(𝑋) > 𝛼 и предложение доказано.

Пример 3.5. Пусть отображение 𝜌 : ℳpr → R+ монотонно и унитарно инвариант-

но. Тогда отображение 𝜌𝑠 : ̃︁ℳ → R+, определенное формулой 𝜌𝑠(𝐴) = 𝜌(𝑠(|𝐴|)), где 𝐴 ∈ ̃︁ℳ
и 𝑠(|𝐴|) – носитель оператора |𝐴|, удовлетворяет условиям (i), (ii) и (iv).

4. Нормировка суммы идеальных пространств

Если ℰ , ℱ – идеальные пространства на (ℳ, 𝜏), то множества ℰ ∩ ℱ и
ℰ + ℱ = {𝐴+𝐵 : 𝐴 ∈ ℰ , 𝐵 ∈ ℱ} также являются идеальными пространствами на (ℳ, 𝜏)
[2, теорема 2]. Структура идеальных пространств модулярна: если ℰ , ℱ и 𝒢 являются
идеальными пространствами на (ℳ, 𝜏) и ℰ ⊂ 𝒢, то (ℰ + ℱ) ∩ 𝒢 = ℰ + (ℱ ∩ 𝒢) [2, тео-
рема 3]. В некоммутативной теории интегрирования важную роль играет пространство
(𝐿1 + 𝐿∞)(ℳ, 𝜏) = 𝐿1(ℳ, 𝜏) +ℳ [12].

Теорема 4.1. Пусть ℰ, ℱ – идеальные пространства на (ℳ, 𝜏) и 𝒢 = ℰ + ℱ . Если
отображения 𝜌1 : ℰ → [0,+∞] и 𝜌2 : ℱ → [0,+∞] удовлетворяют условиям (i), (iv), то
отображение 𝜌 : 𝒢 → [0,+∞], определенное формулой

𝜌(𝑍) = inf{𝜌1(𝑋) + 𝜌2(𝑌 ) : 𝑋 ∈ ℰ , 𝑌 ∈ ℱ и 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 }, (2)

также удовлетворяет условиям (i), (iv).

Доказательство. Пусть 𝑍 = 𝑈 |𝑍| – полярное разложение оператора 𝑍 ∈ 𝒢. Тогда
|𝑍| = 𝑈*𝑍. Для проверки (iv) заметим, что 𝜌(𝑍*) = 𝜌(𝑍). В силу леммы 3.1 имеем

𝜌(|𝑍|) = inf{𝜌1(𝑋) + 𝜌2(𝑌 ) : 𝑋 ∈ ℰ , 𝑌 ∈ ℱ и |𝑍| = 𝑋 + 𝑌 } >

> inf{𝜌1(𝑋) + 𝜌2(𝑌 ) : 𝑋 ∈ ℰ , 𝑌 ∈ ℱ и 𝑈 |𝑍| = 𝑈𝑋 + 𝑈𝑌 } >

> inf{𝜌1(𝑈𝑋) + 𝜌2(𝑈𝑌 ) : 𝑋 ∈ ℰ , 𝑌 ∈ ℱ и 𝑈 |𝑍| = 𝑈𝑋 + 𝑈𝑌 } >

> 𝜌(𝑍) = inf{𝜌1(𝑋) + 𝜌2(𝑌 ) : 𝑋 ∈ ℰ , 𝑌 ∈ ℱ и 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 } >

> inf{𝜌1(𝑋) + 𝜌2(𝑌 ) : 𝑋 ∈ ℰ , 𝑌 ∈ ℱ и |𝑍| = 𝑈*𝑍 = 𝑈*𝑋 + 𝑈*𝑌 } >

> inf{𝜌1(𝑈*𝑋) + 𝜌2(𝑈
*𝑌 ) : 𝑋 ∈ ℰ , 𝑌 ∈ ℱ и |𝑍| = 𝑈*𝑋 + 𝑈*𝑌 } >

> inf{𝜌1(𝑇 ) + 𝜌2(𝑆) : 𝑇 ∈ ℰ , 𝑆 ∈ ℱ и |𝑍| = 𝑇 + 𝑆} = 𝜌(|𝑍|)
и (iv) установлено. Для проверки (i) выберем 𝐴,𝐵 ∈ ℰ+, 𝐴 6 𝐵. В силу леммы 2.1 имеем
𝐴 = 𝑉 𝐵𝑉 * для некоторого 𝑉 ∈ ℳ1. Пусть 𝛼 = 𝜌(𝐵). Тогда для каждого числа 𝜀 > 0
найдутся операторы 𝑋𝜀 ∈ ℰ и 𝑌𝜀 ∈ ℱ такие, что

𝐵 = 𝑋𝜀 + 𝑌𝜀, 𝛼 6 𝜌1(𝑋𝜀) + 𝜌2(𝑌𝜀) < 𝛼+ 𝜀.

Тогда 𝐴 = 𝑉 (𝑋𝜀 + 𝑌𝜀)𝑉
* и в силу леммы 3.1 имеем

𝜌(𝐴) 6 𝜌1(𝑉 𝑋𝜀𝑉
*) + 𝜌2(𝑉 𝑌𝜀𝑉

*) 6 𝜌1(𝑋𝜀) + 𝜌2(𝑌𝜀).

В силу произвольности числа 𝜀 > 0, теорема доказана.

Предложение 4.1. Пусть ℰ, ℱ – идеальные пространства на (ℳ, 𝜏) и 𝒢 = ℰ + ℱ .
Если отображения 𝜌1 : ℰ → [0,+∞] и 𝜌2 : ℱ → [0,+∞] удовлетворяют условию (v) (соот-
ветственно, (vi)), то отображение 𝜌 : 𝒢 → [0,+∞], определенное формулой (2), также
удовлетворяет условию (v) (соответственно, (vi)).

Пример 4.1. Имеем ℰ + ℱ = ̃︁ℳ для ℰ = ℳ и ℱ = ̃︁ℳ0 [16]. Топология 𝑡𝜏 может

быть задана и с помощью идеальной 𝐹 -нормы 𝜌𝜏 (𝑋) = inf
𝑡>0

max{𝑡, 𝜇𝑡(𝑋)}, 𝑋 ∈ ̃︁ℳ. Для

𝑍 ∈ ̃︁ℳ определим (см. формулу (2))

𝜌(𝑍) = inf{‖𝑋‖+ 𝜌𝜏 (𝑌 ) : 𝑋 ∈ ℳ, 𝑌 ∈ ̃︁ℳ0 и 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 }.
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Тогда 𝜌 удовлетворяет условиям (iv) и (v). Для ограничения 𝜌|̃︁ℳ+ выполнены условия

(i)–(iii). Таким образом, отображение 𝜌 : ̃︁ℳ → R+ является идеальной 𝐹 -нормой, мажо-
рирующей 𝜌𝜏 . Так как ‖𝑋‖ = lim

𝑡→0+
𝜇𝑡(𝑋) = sup

𝑡>0
𝜇𝑡(𝑋) > 𝜌𝜏 (𝑋) для всех 𝑋 ∈ ℳ, имеем

𝜌(𝑍) 6 2𝜌𝜏 (𝑍) для всех 𝑍 ∈ ̃︁ℳ.

Замечание 4.1. Пусть ℰ, ℱ – идеальные пространства на (ℳ, 𝜏) и 𝒢 = ℰ ∩ ℱ . Если
отображения 𝜌1 : ℰ → [0,+∞] и 𝜌2 : ℱ → [0,+∞] удовлетворяют одному из условиий (i)–
(vi), то отображение 𝜌 : 𝒢 → [0,+∞], определенное формулой 𝜌(𝑍) = max{𝜌1(𝑍), 𝜌2(𝑍)}
для всех 𝑍 ∈ 𝒢, также удовлетворяет этому условию.

Автор признателен профессору В.И. Чилину за ценные советы.
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