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СПЕКТРАЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ НОРМАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА В ДЕЙСТВИТЕЛЬНОМ ГИЛЬБЕРТОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ

М.Н. ОРЕШИНА

Аннотация. Рассматриваются неограниченные нормальные операторы, действующие
в действительном гильбертовом пространстве. Стандартный подход к решению спек-
тральных задач, связанных с такими операторами, состоит в применении комплекси-
фикации — перехода в комплексное пространство. При этом окончательные результаты
обычно необходимо декомплексифицировать, т.е. выполнить обратный переход. Одна-
ко процесс декомплексификации часто оказывается нетривиальным.
Целью настоящей статьи является перенесение классических результатов спектраль-

ной теории на случай нормальных операторов, действующих в действительном гиль-
бертовом пространстве. Приводятся два действительных варианта спектральной тео-
ремы для таких операторов. Построено функциональное исчисление, порожденное дей-
ствительным спектральным разложением нормального оператора. Приводятся приме-
ры использования полученного функционального исчисления для представления экс-
поненты от нормального оператора.
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1. Введение

Многие результаты теории нормальных операторов опираются на спектральную теоре-
му [1]–[5], которая сопоставляет каждому нормальному оператору 𝑁 разложение единицы
𝐸, определенное на борелевских подмножествах C и сосредоточенное на спектре опера-
тора 𝑁 , что позволяет с помощью 𝐸 представить оператор в виде некоторого интеграла.
При этом обычно предполагается, что оператор 𝑁 действует в комплексном гильбертовом
пространстве, а в действительном случае рекомендуется переходить к комплексификации.
Тем не менее, во многих приложениях, например, в методах вычислений [6]–[14], желатель-
но иметь утверждения, сформулированные непосредственно в терминах действительного
пространства.
В статье обсуждается построение действительного спектрального разложения для

неограниченного нормального оператора, действующего в действительном гильбертовом
пространстве. В § 2 напоминаются основные сведения о неограниченных нормальных опе-
раторах и их комплексификации. В § 3 для формулировки спектральной теоремы исполь-
зуется представление нормального оператора в виде суммы самосопряженного и кососо-
пряженного операторов. В результате оператор раскладывается в сумму двух интегралов,
а спектральное разложение состоит из двух семейств операторов, определенных на боре-
левских подмножествах R и действующих в действительном гильбертовом пространстве.
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Несмотря на естественность такого подхода, он оказывается не очень удачным, так как
его не удается распространить на один из важнейших результатов спектральной теории —
построение функционального исчисления. Поэтому в § 4 приводится другой вариант спек-
тральной теоремы, а в § 5 — соответствующая теорема о функциональном исчислении.
В этом случае спектральное разложение также представляет собой совокупность двух се-
мейств операторов, действующих в действительном гильбертовом пространстве, но опре-
деленных на борелевских подмножествах верхней комплексной полуплоскости.

2. Комплексификация нормального оператора

Пусть HR — действительное гильбертово пространство со скалярным произведени-
ем ⟨·, ·⟩R.
Пусть 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR — линейный неограниченный оператор. Будем пред-

полагать, что область определения 𝐷(𝑁R) оператора 𝑁R является всюду плотной в HR.
Сопряженный оператор 𝑁R

* определяют аналогично случаю комплексного гильбертова
пространства [3]. Оператор 𝐴R называют самосопряженным, если 𝐴R = 𝐴R

*. Оператор
𝐵R будем называть кососопряженным, если 𝐵R = −𝐵R

*. Оператор 𝑁R называют нор-

мальным, если он плотно определен, замкнут и удовлетворяет условию 𝑁R𝑁R
* = 𝑁R

*𝑁R.
Аналогично комплексному случаю [3, теорема 13.32] доказывается, что для нормально-
го оператора выполняется соотношение 𝐷(𝑁R) = 𝐷(𝑁R

*). Очевидно, самосопряженный и
кососопряженный операторы являются нормальными.

Лемма 1. Пусть 𝐵R : 𝐷(𝐵R) ⊂ HR → HR — кососопряженный оператор. Тогда для

всех 𝜙 ∈ 𝐷(𝐵R) справедливо ⟨𝐵R𝜙, 𝜙⟩R = 0.

Доказательство. Сводится к непосредственным вычислениям.

Линейное пространство HR ×HR над полем C с законом внешнего умножения на ком-
плексные числа (𝛼 + 𝑖𝛽)(𝜙, 𝜓) = (𝛼𝜙 − 𝛽𝜓, 𝛼𝜓 + 𝛽𝜙), 𝛼, 𝛽 ∈ R, (𝜙, 𝜓) ∈ HR × HR, будем
называть [15, 16, 17, 18, 19] комплексификацией действительного гильбертова простран-
стваHR и обозначатьHC. Элементы изHC удобно записывать в виде 𝜙+𝑖𝜓, где 𝜙, 𝜓 ∈ HR,
𝑖 – мнимая единица. Будем отождествлять HR с подпространством HR × {0} простран-
стваHC. Очевидно,HC является комплексным гильбертовым пространством относительно
скалярного произведения

⟨𝜙1 + 𝑖𝜓1, 𝜙2 + 𝑖𝜓2⟩C = ⟨𝜙1, 𝜙2⟩R + ⟨𝜓1, 𝜓2⟩R + 𝑖⟨𝜓1, 𝜙2⟩R − 𝑖⟨𝜙1, 𝜓2⟩R.

Комплексификацией оператора 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR называют [16]–[19] оператор
𝑁C : 𝐷(𝑁C) ⊂ HC → HC с областью определения 𝐷(𝑁C) = 𝐷(𝑁R) × 𝐷(𝑁R), заданный по
правилу

𝑁C(𝜙+ 𝑖𝜓) = 𝑁R𝜙+ 𝑖𝑁R𝜓, 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐷(𝑁R).

Предложение 2. Пусть оператор 𝑁C является комплексификацией оператора

𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR, причем 𝐷(𝑁R) является всюду плотной в HR. Тогда

(a) область определения 𝐷(𝑁C) оператора 𝑁C является всюду плотной в HC;
(b) оператор 𝑁C

*, сопряженный к 𝑁C, является комплексификацией сопряженного опе-

ратора 𝑁R
*;

(c) для нормального оператора 𝑁R оператор 𝑁C также является нормальным.

Доказательство. Проверяется непосредственно.

Символами 0C : HC → HC и 0R : HR → HR будем обозначать нулевые операторы, а
1C : HC → HC и 1R : HR → HR — тождественные операторы. Очевидно, 0C является
комплексификацией 0R, а 1C — комплексификацией 1R.
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Обратным к неограниченному оператору 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR назовем оператор
𝑁R

−1 : HR → 𝐷(𝑁R), удовлетворяющий равенствам

𝑁R𝑁R
−1𝜙 = 𝜙, 𝜙 ∈ HR; 𝑁R

−1𝑁R𝜓 = 𝜓, 𝜓 ∈ 𝐷(𝑁R).

Пусть 𝑁C — замкнутый оператор. Множество 𝜌(𝑁C) всех 𝜆 ∈ C, для которых оператор
𝜆1C − 𝑁C имеет ограниченный обратный, называют резольвентным множеством [3]–[5]
оператора 𝑁C, а функцию 𝜆 ↦→ (𝜆1C−𝑁C)−1 — резольвентой. Дополнение 𝜎(𝑁C) к резоль-
вентному множеству называют спектром оператора 𝑁C. Спектр замкнутого оператора яв-
ляется [3, 5] замкнутым множеством. Можно показать [3], что спектр самосопряженного
оператора лежит на действительной оси. Для нормального оператора 𝑁R, действующе-
го в пространстве HR, будем также использовать вспомогательные множества: проекции
спектра его комплексификации 𝑁C на действительную и мнимую оси

𝜎Re(𝑁R) = 𝜎Re(𝑁C) =
{︀

Re𝜆 : 𝜆 ∈ 𝜎(𝑁C)
}︀
,

𝜎Im(𝑁R) = 𝜎Im(𝑁C) =
{︀

Im𝜆 : 𝜆 ∈ 𝜎(𝑁C)
}︀
,

проекцию спектра его комплексификации 𝑁C на неотрицательную мнимую полуось

𝜎Im+(𝑁R) = 𝜎Im+(𝑁C) =
{︀

Im𝜆 : 𝜆 ∈ 𝜎(𝑁C), Im𝜆 ≥ 0
}︀
,

чисто действительный спектр

𝜎0(𝑁R) = 𝜎0(𝑁C) = {𝜆 ∈ 𝜎(𝑁C) : Im𝜆 = 0},

а также верхнюю часть спектра его комплексификации 𝑁C (относительно действительной
оси)

𝜎+(𝑁R) = 𝜎+(𝑁C) = {𝜆 ∈ 𝜎(𝑁C) : Im𝜆 ≥ 0}.
Для 𝜔 ⊂ C через 𝜔 ⊂ C будем обозначать множество {𝜉 : 𝜉 ∈ 𝜔}, состоящее из со-

пряженных чисел. Таким образом, множество 𝜔 симметрично множеству 𝜔 относительно
действительной оси. Отметим, что обозначение 𝜔 часто используют для замыкания мно-
жества 𝜔, но в настоящей статье замыкание множества 𝜔 будем обозначать через [𝜔].
Через 𝐽 : HC → HC будем обозначать оператор, определяемый формулой

𝐽(𝜙+ 𝑖𝜓) = 𝜙− 𝑖𝜓, 𝜙, 𝜓 ∈ HR.

Очевидно, что 𝐽2 = 1C и 𝐽−1 = 𝐽 . Заметим, что оператор 𝐽 является сопряженно-линей-
ным, то есть 𝐽(𝜙+ 𝜓) = 𝐽𝜙+ 𝐽𝜓, 𝐽(𝜉𝜙) = 𝜉𝐽𝜙 для всех 𝜙, 𝜓 ∈ HC, 𝜉 ∈ C.
Приведем необходимое и достаточное условие, при котором оператор 𝑁C можно деком-

плексифицировать, то есть представить в виде комплексификации оператора, действую-
щего в HR. Аналогичное утверждение приведено в [16, лемма 3.5].

Лемма 3. Оператор 𝑁C : 𝐷(𝑁C) ⊂ HC → HC является комплексификацией некоторо-

го оператора 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR тогда и только тогда, когда он коммутирует с

оператором 𝐽 или, что эквивалентно, выполняется соотношение 𝐽𝑁C𝐽 = 𝑁C.

Доказательство. Проверяется непосредственно.

В следующем предложении утверждается, что спектр и резольвентное множество ком-
плексификации симметричны относительно действительной оси.

Предложение 4. Пусть 𝑁C : 𝐷(𝑁C) ⊂ HC → HC — комплексификация оператора

𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR. Тогда 𝜌(𝑁C) = 𝜌(𝑁C) и 𝜎(𝑁C) = 𝜎(𝑁C).

Доказательство. Доказательство полностью аналогично изложенному в [16, лемма 4.1].
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3. Первая спектральная теорема (на действительной оси)

Обозначим через ℬ(HC) банахову алгебру [2]–[4] всех линейных ограниченных опера-
торов, действующих в HC. Аналогично определим ℬ(HR). Оператор 𝑃 ∈ ℬ(HC) (или
𝑃 ∈ ℬ(HR)) называют проектором, если 𝑃 2 = 𝑃 . Оператор 𝑃 ∈ ℬ(HC) называют са-

мосопряженным, если ⟨𝑃𝜙, 𝜓⟩C = ⟨𝜙, 𝑃𝜓⟩C, 𝜙, 𝜓 ∈ HC. Оператор 𝑃 ∈ ℬ(HC) будем на-
зывать кососопряженным, если ⟨𝑃𝜙, 𝜓⟩C = −⟨𝜙, 𝑃𝜓⟩C, 𝜙, 𝜓 ∈ HC. Аналогично определим
самосопряженный и кососопряженный операторы в ℬ(HR). Отметим, что последние опре-
деления можно рассматривать как частные случаи определений неограниченных самосо-
пряженных и кососопряженных операторов из предыдущего параграфа. Очевидно, для
ограниченного кососопряженного оператора также справедлива лемма 1.
Пусть Ω — борелевское подмножество R или C. (Комплексным) разложением едини-

цы [3] на 𝜎-алгебре Σ всех борелевских подмножеств R или C, сосредоточенным на мно-
жестве Ω, назовем отображение 𝐸 : Σ → ℬ(HC), обладающее свойствами:

1) 𝐸
(︀
R ∖ Ω

)︀
= 0C

(︁
𝐸
(︀
C ∖ Ω

)︀
= 0C

)︁
; 𝐸(Ω) = 1C;

2) для любого 𝜔 ∈ Σ оператор 𝐸(𝜔) является самосопряженным проектором;
3) для всех 𝜔′, 𝜔′′ ∈ Σ справедливо 𝐸(𝜔′ ∩ 𝜔′′) = 𝐸(𝜔′)𝐸(𝜔′′);
4) для всех 𝜔′, 𝜔′′ ∈ Σ, 𝜔′ ∩ 𝜔′′ = ∅, выполняется 𝐸(𝜔′ ∪ 𝜔′′) = 𝐸(𝜔′) + 𝐸(𝜔′′);
5) для любых 𝜙, 𝜓 ∈ HC функция 𝐸𝜙𝜓(𝜔) = ⟨𝐸(𝜔)𝜙, 𝜓⟩C является комплексной мерой

[3, 20, 21] на Σ.

Напомним спектральную теорему для нормального оператора 𝑁C, действующего в ком-
плексном гильбертовом пространстве. Комплексное разложение единицы, о котором идет
речь в этой теореме, будем называть (комплексным) спектральным разложением опера-

тора 𝑁C и обозначать через 𝐸𝑁C , чтобы подчеркнуть, что оно связано с оператором 𝑁C.

Теорема 5 ([3, теорема 13.33]). Пусть 𝑁C : 𝐷(𝑁C) ⊂ HC → HC — нормальный опера-

тор. Тогда существует единственное комплексное разложение единицы 𝐸𝑁C, сосредото-

ченное на 𝜎(𝑁C) ⊂ C, для которого выполняется соотношение

⟨𝑁C𝜙, 𝜓⟩C =

∫︁
C
𝜉 𝑑𝐸𝑁C

𝜙𝜓 (𝜉), 𝜙 ∈ 𝐷(𝑁C), 𝜓 ∈ HC. (1)

Кроме того, 𝐸𝑁C(𝜔)𝑆 = 𝑆𝐸𝑁C(𝜔) для всякого множества 𝜔 ⊂ Σ и всякого оператора

𝑆 ∈ ℬ(HC), коммутирующего с оператором 𝑁C в том смысле, что 𝑆𝑁C ⊆ 𝑁C𝑆.

Пусть задано спектральное разложение 𝐸𝑁C нормального оператора 𝑁C. Множеством

существенных значений измеримой по Борелю функции 𝑓 : C → C называют [3, 5] пере-
сечение множеств вида

[︀
𝑓(𝜔)

]︀
для всех 𝜔 ∈ Σ, таких что 𝐸𝑁C(𝜔) = 1C, где [·] означает

замыкание множества. Функцию 𝑓 называют [3, 5] существенно ограниченной относи-

тельно 𝐸𝑁C , если множество ее существенных значений ограничено.
В комплексном гильбертовом пространстве справедлива следующая теорема о функци-

ональном исчислении.

Теорема 6 ([3, теоремы 13.24, 13.25, 13.27]). Пусть 𝐸𝑁C — спектральное разложение

нормального оператора 𝑁C : 𝐷(𝑁C) ⊂ HC → HC. Каждой измеримой по Борелю функции

𝑓 : C → C формула⟨︀
ΨC(𝑓)𝜙, 𝜓

⟩︀
C =

∫︁
C
𝑓(𝜉) 𝑑𝐸𝑁C

𝜙𝜓 (𝜉), 𝜙 ∈ 𝐷
(︀
ΨC(𝑓)

)︀
, 𝜓 ∈ HC, (2)

сопоставляет плотно определенный замкнутый оператор

ΨC(𝑓) : 𝐷
(︀
ΨC(𝑓)

)︀
⊂ HC → HC
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с областью определения 𝐷
(︀
ΨC(𝑓)

)︀
=

{︁
𝜙 ∈ HC :

∫︀
C |𝑓 |

2 𝑑𝐸𝑁C
𝜙𝜙 <∞

}︁
. При этом отображе-

ние ΨC обладает следующими свойствами:

(a) Для всех 𝜙 ∈ 𝐷
(︀
ΨC(𝑓)

)︀
выполняется соотношение

‖ΨC(𝑓)𝜙‖2C =

∫︁
C
|𝑓 |2 𝑑𝐸𝑁C

𝜙𝜙 .

(b) Оператор ΨC(𝑓) является нормальным, и справедливы равенства

ΨC(𝑓)* = ΨC(𝑓),

ΨC(𝑓)ΨC(𝑓)* = ΨC
(︀
|𝑓 |2

)︀
= ΨC(𝑓)*ΨC(𝑓).

(c) Если функция 𝑓 : C → C существенно ограничена относительно 𝐸𝑁C, то оператор

ΨC(𝑓) ограничен.
(d) Для любых измеримых по Борелю функций 𝑓, 𝑔 : C → C справедливы включения

ΨC(𝑓) + ΨC(𝑔) ⊆ ΨC(𝑓 + 𝑔), ΨC(𝑓)ΨC(𝑔) ⊆ ΨC(𝑓𝑔).

Если при этом функция 𝑔 ограничена, то

ΨC(𝑓) + ΨC(𝑔) = ΨC(𝑓 + 𝑔), ΨC(𝑓)ΨC(𝑔) = ΨC(𝑓𝑔).

(e) Спектр 𝜎
(︀
ΨC(𝑓)

)︀
оператора ΨC(𝑓) есть множество существенных значений функ-

ции 𝑓 .

Формулу (2) часто сокращенно записывают в виде ΨC(𝑓) =
∫︀
C 𝑓 𝑑𝐸

𝑁C .
Следующую теорему называют [3] принципом замены меры.

Теорема 7. Пусть 𝐸 — комплексное разложение единицы на 𝜎-алгебре Σ, сосредото-
ченное на множестве Ω, и Ω′ ∈ Σ. Предположим, что задано отображение 𝑔 : Ω → Ω′,

для которого из 𝜔′ ∈ Σ следует 𝑔−1(𝜔′) ∈ Σ. Тогда отображение 𝐸 ′ : Σ → ℬ(HC), заданное
формулой 𝐸 ′(𝜔′) = 𝐸(𝑔−1

(︀
𝜔)

)︀
, является комплексным разложением единицы, сосредото-

ченным на Ω′, при этом ∫︁
C
𝑓 𝑑𝐸 ′

𝜙𝜓 =

∫︁
C
𝑓 ∘ 𝑔 𝑑𝐸𝜙𝜓

для всякой измеримой по Борелю функции 𝑓 : Ω′ → C, а также 𝜙 и 𝜓, для которых хотя
бы один из интегралов существует.

Доказательство. Доказательство полностью аналогично изложенному в [3, теоре-
ма 13.28].

Следствие 8. Если в предположениях теоремы 7 имеет место вложение Ω′ ⊂ R, то∫︁ +∞

−∞
𝑓 𝑑𝐸 ′

𝜙𝜓 =

∫︁
C
𝑓 ∘ 𝑔 𝑑𝐸𝜙𝜓.

Доказательство. Следует из теоремы 7.

Предложение 9. Пусть 𝑁C : 𝐷(𝑁C) ⊂ HC → HC — комплексификация нормального

оператора 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR. Тогда для операторов 𝐸𝑁C(𝜔) спектрального разло-

жения оператора 𝑁C выполняется соотношение

𝐽𝐸𝑁C(𝜔)𝐽 = 𝐸𝑁C(𝜔), 𝜔 ∈ Σ.

Доказательство. Следует из предложения 2, леммы 3, теоремы 5 и теоремы 6(b).

Следствие 10. Пусть 𝐴C : 𝐷(𝐴C) ⊂ HC → HC — комплексификация самосопряжен-

ного оператора 𝐴R : 𝐷(𝐴R) ⊂ HR → HR. Тогда операторы 𝐸𝐴C(𝜔), 𝜔 ∈ Σ, спектрального
разложения оператора 𝐴C коммутируют с оператором 𝐽 и, следовательно, представля-

ют собой комплексификации некоторых операторов.
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Доказательство. Так как 𝐸𝐴C сосредоточено на 𝜎(𝐴C) ⊂ R, то 𝐽𝐸𝐴C(𝜔)𝐽 =
= 𝐸𝐴C(𝜔) = 𝐸𝐴C(𝜔).

Теорема 11. Пусть 𝑁C : 𝐷(𝑁C) ⊂ HC → HC — комплексификация нормального опе-

ратора 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR, а 𝑓 : C → C — измеримая по Борелю функция. Тогда

оператор ΨC(𝑓) обладает свойством 𝐽ΨC(𝑓)𝐽 = ΨC( ̃︀𝑓), где ̃︀𝑓(𝜉) = 𝑓(𝜉).

Доказательство. Проверяется непосредственно.

Следствие 12. Пусть 𝑁C : 𝐷(𝑁C) ⊂ HC → HC — комплексификация нормального опе-

ратора 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR, а 𝑓 : C → C — измеримая по Борелю функция, облада-

ющая свойством 𝑓(𝜉) = 𝑓(𝜉). Тогда оператор ΨC(𝑓) коммутирует с оператором 𝐽 и,

следовательно, представляет собой комплексификацию некоторого оператора.

Доказательство. Следует из теоремы 11.

Предложение 13. Пусть 𝑁C : 𝐷(𝑁C) ⊂ HC → HC — нормальный оператор. Тогда

существуют самосопряженный оператор 𝐴C : 𝐷(𝐴C) ⊂ HC → HC и кососопряженный

оператор 𝐵C : 𝐷(𝐵C) ⊂ HC → HC, такие что

(a) справедливы представления 𝑁C = 𝐴C +𝐵C, 𝑁C
* = 𝐴C −𝐵C;

(b) для их спектров справедливы формулы 𝜎(𝐴C) = 𝜎Re(𝑁C), 𝜎(𝐵C) = 𝑖 𝜎Im(𝑁C);
(c) операторы 𝐴C и 𝐵C коммутируют на 𝐷(𝑁C𝑁C

*);
(d) если 𝑁C — комплексификация нормального оператора 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR, то

операторы 𝐴C и 𝐵C коммутируют с оператором 𝐽 и, следовательно, представляют

собой комплексификации некоторых операторов.

Доказательство. Введем вспомогательные функции 𝑓(𝜉) = Re 𝜉, 𝑔(𝜉) = 𝑖 Im 𝜉, и в соот-
ветствии с теоремой 6 положим

𝐴C = ΨC(𝑓) =

∫︁
C

Re 𝜉 𝑑𝐸𝑁C(𝜉), (3)

𝐷(𝐴C) =
{︁
𝜙 ∈ HC :

∫︁
C

(︀
Re 𝜉

)︀2
𝑑𝐸𝑁C

𝜙𝜙 (𝜉) <∞
}︁
,

𝐵C = ΨC(𝑔) =

∫︁
C
𝑖 Im 𝜉 𝑑𝐸𝑁C(𝜉), (4)

𝐷(𝐵C) =
{︁
𝜙 ∈ HC :

∫︁
C

(︀
Im 𝜉

)︀2
𝑑𝐸𝑁C

𝜙𝜙 (𝜉) <∞
}︁
.

При этом, очевидно, справедливы равенства 𝑁C = 𝐴C +𝐵C, 𝑁C
* = 𝐴C −𝐵C.

Остальные утверждения теоремы проверяются непосредственно.

Следствие 14. Пусть 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR — нормальный оператор. Тогда суще-

ствуют самосопряженный оператор 𝐴R : 𝐷(𝐴R) ⊂ HR → HR и кососопряженный опе-

ратор 𝐵R : 𝐷(𝐵R) ⊂ HR → HR, такие что справедливы представления 𝑁R = 𝐴R + 𝐵R,

𝑁R
* = 𝐴R −𝐵R. При этом операторы 𝐴R и 𝐵R коммутируют на 𝐷(𝑁R𝑁R

*).

Доказательство. Следует из предложения 13.

Пусть Ω — борелевское подмножество R или C. Действительным разложением едини-

цы на 𝜎-алгебре Σ всех борелевских подмножеств R или C, сосредоточенным на множестве
Ω, назовем отображение 𝐸 : Σ → ℬ(HR), обладающее свойствами:

1) 𝐸
(︀
R ∖ Ω

)︀
= 0R

(︁
𝐸
(︀
C ∖ Ω

)︀
= 0R

)︁
; 𝐸(Ω) = 1R;

2) для любого 𝜔 ∈ Σ оператор 𝐸(𝜔) является самосопряженным проектором;
3) для всех 𝜔′, 𝜔′′ ∈ Σ справедливо 𝐸(𝜔′ ∩ 𝜔′′) = 𝐸(𝜔′)𝐸(𝜔′′);
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4) для всех 𝜔′, 𝜔′′ ∈ Σ, 𝜔′ ∩ 𝜔′′ = ∅, выполняется 𝐸(𝜔′ ∪ 𝜔′′) = 𝐸(𝜔′) + 𝐸(𝜔′′);
5) для любых 𝜙, 𝜓 ∈ HR функция 𝐸𝜙𝜓(𝜔) = ⟨𝐸(𝜔)𝜙, 𝜓⟩R является действительной мерой

на Σ.

Из свойств 1 и 3 следует, что 𝐸(∅) = 0R и 𝐸(𝜔 ∩Ω) = 𝐸(𝜔). Из свойства 3 также следует,
что любые два проектора 𝐸(𝜔) и 𝐸(𝜔′) коммутируют. Из свойства 2 следует, что для всех
𝜙 ∈ HR мера 𝐸𝜙𝜙(𝜔) = ⟨𝐸(𝜔)𝜙, 𝜙⟩R является положительной.
Пусть 𝑃R ∈ ℬ(HR) — самосопряженный проектор. Очевидно, оператор 1R − 𝑃R так-

же является самосопряженным проектором. Через ℛ(1R − 𝑃R) обозначим образ операто-
ра 1R − 𝑃R. Пусть ∆ — борелевское подмножество неотрицательной действительной оси
R+ = [0,+∞) или верхней комплексной полуплоскости C+ = {𝜆 ∈ C : Im𝜆 ≥ 0}. Дей-
ствительным косым разложением единицы в подпространстве ℛ(1R − 𝑃R) на 𝜎-алгебре
Σ всех борелевских подмножеств R+ или C+, сосредоточенным на множестве ∆, назовем
отображение 𝐺 : Σ → ℬ(HR), обладающее свойствами:

1) 𝐺
(︀
R+ ∖ ∆

)︀
= 0R

(︁
𝐺
(︀
C+ ∖ ∆

)︀
= 0R

)︁
;

(︀
𝐺(∆)

)︀2
= −1R + 𝑃R;

2) для любого 𝜔 ∈ Σ оператор 𝐺(𝜔) является кососопряженным;
3) для всех 𝜔′, 𝜔′′, 𝜔′′′ ∈ Σ справедливо

𝐺(𝜔′ ∩ 𝜔′′ ∩ 𝜔′′′) = −𝐺(𝜔′)𝐺(𝜔′′)𝐺(𝜔′′′);

4) для всех 𝜔′, 𝜔′′ ∈ Σ, 𝜔′ ∩ 𝜔′′ = ∅, выполняется 𝐺(𝜔′ ∪ 𝜔′′) = 𝐺(𝜔′) +𝐺(𝜔′′);
5) для любых 𝜙, 𝜓 ∈ HR функция 𝐺𝜙𝜓(𝜔) = ⟨𝐺(𝜔)𝜙, 𝜓⟩R является действительной мерой

на Σ.

Из свойств 1 и 3 следует, что 𝐺(∅) = 0R и 𝐺(𝜔 ∩ ∆) = 𝐺(𝜔)(1R − 𝑃R) = (1R − 𝑃R)𝐺(𝜔).

Из свойства 3 также следует, что
(︀
𝐺(𝜔)

)︀3
= −𝐺(𝜔). Из леммы 1 и свойства 2 следует, что

𝐺𝜙𝜙(𝜔) = ⟨𝐺(𝜔)𝜙, 𝜙⟩R = 0.
Аналогично определим комплексное косое разложение единицы в подпространстве

ℛ(1C − 𝑃C), соответствующее проектору 𝑃C ∈ ℬ(HC).

Теорема 15. Пусть 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR — нормальный оператор. Тогда суще-

ствуют действительное разложение единицы 𝐸𝐴R, сосредоточенное на 𝜎Re(𝑁R) ⊂ R;
самосопряженный проектор 𝑃R и действительное косое разложение единицы 𝐺𝐵R в под-

пространстве ℛ(1R−𝑃R), сосредоточенное на 𝜎Im+(𝑁R) ⊂ R+; для которых выполняется
соотношение

⟨𝑁R𝜙, 𝜓⟩R =

∫︁ +∞

−∞
𝛼 𝑑𝐸𝐴R

𝜙𝜓(𝛼) +

∫︁ +∞

0

𝛽 𝑑𝐺𝐵R
𝜙𝜓(𝛽), 𝜙 ∈ 𝐷(𝑁R), 𝜓 ∈ HR. (5)

При этом любые два оператора 𝐸𝐴R(𝜔) и 𝐺𝐵R(𝜔′) коммутируют.
Комплексификация 𝑃C проектора 𝑃R и комплексификации 𝐸𝐴C(𝜔), 𝐺𝐵C(𝜔) операторов

𝐸𝐴R(𝜔), 𝐺𝐵R(𝜔) связаны со спектральным разложением 𝐸𝑁C комплексификации 𝑁C опе-

ратора 𝑁R формулами

𝑃C = 𝐸𝑁C
(︀
𝜎0(𝑁R)

)︀
, (6)

𝐸𝐴C(𝜔) = 𝐸𝑁C
(︀
𝜔 + 𝑖R

)︀
, (7)

𝐺𝐵C(𝜔) = 𝑖𝐸𝑁C
(︀
R + 𝑖𝜔

)︀
− 𝑖𝐸𝑁C

(︀
R− 𝑖𝜔

)︀
, (8)

где 𝜔 + 𝑖R = {𝛼 + 𝑖𝛽 : 𝛼 ∈ 𝜔, 𝛽 ∈ R}, R± 𝑖𝜔 = {𝛼± 𝑖𝛽 : 𝛼 ∈ R, 𝛽 ∈ 𝜔}.

Доказательство. Пусть 𝑁C — комплексификация оператора 𝑁R. Представим операто-
ры 𝑁C и 𝑁R в соответствии с предложением 13 и следствием 14 в виде 𝑁C = 𝐴C + 𝐵C,
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𝑁R = 𝐴R +𝐵R, где 𝐴C и 𝐴R — самосопряженные операторы, а 𝐵C и 𝐵R — кососопряжен-
ные. Из (3) следует, что для оператора 𝐴C справедливо представление

⟨𝐴C𝜙, 𝜓⟩C =

∫︁
C

Re 𝜉 𝑑𝐸𝑁C
𝜙𝜓 (𝜉), 𝜙 ∈ 𝐷(𝐴C), 𝜓 ∈ HC. (9)

С другой стороны, для самосопряженного оператора 𝐴C существует разложение единицы
𝐸𝐴C и справедливо представление

⟨𝐴C𝜙, 𝜓⟩C =

∫︁ +∞

−∞
𝛼 𝑑𝐸𝐴C

𝜙𝜓(𝛼), 𝜙 ∈ 𝐷(𝐴C), 𝜓 ∈ HC. (10)

Заметим, что формулу (10) можно также получить в результате применения следствия 8
(при 𝑓(𝜉) = 𝜉 и 𝑔(𝜉) = Re 𝜉) к соотношению (9). При этом для 𝜔 ⊂ R справедливо
𝑔−1(𝜔) = 𝜔 + 𝑖R ⊂ C, поэтому операторы 𝐸𝐴C(𝜔) удовлетворяют (7). В силу следствия 10
операторы 𝐸𝐴C(𝜔) коммутируют с оператором 𝐽 и, следовательно, представляют собой
комплексификации некоторых операторов 𝐸𝐴R(𝜔), при этом 𝐸𝐴R

(︀
𝜎Re(𝑁R)

)︀
= 1R.

Из (4) следует, что для оператора 𝐵C справедливо представление

⟨𝐵C𝜙, 𝜓⟩C =

∫︁
C
𝑖 Im 𝜉 𝑑𝐸𝑁C

𝜙𝜓 (𝜉), 𝜙 ∈ 𝐷(𝐵C), 𝜓 ∈ HC.

Воспользуемся следствием 8 при 𝑓(𝜉) = 𝜉 и 𝑔(𝜉) = Im 𝜉, в результате получим

⟨𝐵C𝜙, 𝜓⟩C =

∫︁ +∞

−∞
𝑖𝛽 𝑑𝐸𝐵C

𝜙𝜓(𝛽),

где 𝐸𝐵C(𝜔) = 𝐸𝑁C
(︀
R + 𝑖𝜔

)︀
. В результате преобразований имеем

⟨𝐵C𝜙, 𝜓⟩C =

∫︁ +∞

0

𝛽 𝑑 𝑖𝐸𝐵C
𝜙𝜓(𝛽) +

∫︁ 0

−∞
𝛽 𝑑 𝑖𝐸𝐵C

𝜙𝜓(𝛽) =

=

∫︁ +∞

0

𝛽 𝑑 𝑖𝐸𝐵C
𝜙𝜓(𝛽) +

∫︁ +∞

0

−𝛽 𝑑 𝑖𝐸𝐵C
𝜙𝜓(−𝛽) =

=

∫︁ +∞

0

𝛽 𝑑
(︀
𝑖𝐸𝐵C

𝜙𝜓(𝛽) − 𝑖𝐸𝐵C
𝜙𝜓(−𝛽)

)︀
=

∫︁ +∞

0

𝛽 𝑑𝐺𝐵C
𝜙𝜓(𝛽),

где 𝐺𝐵C(𝜔) = 𝑖𝐸𝐵C(𝜔) − 𝑖𝐸𝐵C(−𝜔) = 𝑖𝐸𝑁C
(︀
R + 𝑖𝜔

)︀
− 𝑖𝐸𝑁C

(︀
R − 𝑖𝜔

)︀
. Несложно прове-

рить, что операторы 𝐺𝐵C(𝜔) коммутируют с оператором 𝐽 , и, следовательно, являются
комплексификациями некоторых операторов 𝐺𝐵R(𝜔).
Оператор 𝑃C = 𝐸𝑁C

(︀
𝜎0(𝑁R)

)︀
является самосопряженным проектором, коммутирует с

оператором 𝐽 в силу предложения 9 и поэтому является комплексификацией некоторого
самосопряженного проектора 𝑃R. То, что операторы 𝐺𝐵C(𝜔), 𝜔 ∈ Σ, представляют собой
комплексное косое разложение единицы в ℛ(1R−𝑃R), сосредоточенное на 𝜎Im+(𝑁R) ⊂ R+,
проверяется непосредственно.
Так как все операторы семейства 𝐸𝑁C(𝜔), 𝜔 ∈ Σ, коммутируют, то из формул (7) и (8)

следует, что любые два оператора 𝐸𝐴C(𝜔) и 𝐺𝐵C(𝜔′) также коммутируют. А поэтому ком-
мутируют и операторы 𝐸𝐴R(𝜔) и 𝐺𝐵R(𝜔′). Теорема доказана.

4. Вторая спектральная теорема (на комплексной плоскости)

Cпектральное представление (5) из теоремы 15 не удается использовать для построения
полноценного функционального исчисления. В связи с этим приведем еще одну спектраль-
ную теорему, позволяющую сформулировать теорему о функциональном исчислении.
В этом параграфе также будут использоваться понятия действительного разложения еди-
ницы и действительного косого разложения единицы в подпространстве ℛ(1R − 𝑃R), но
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теперь в качестве множеств Ω и ∆ будем иметь в виду борелевские подмножества верхней
комплексной полуплоскости C+.

Теорема 16. Пусть 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR — нормальный оператор. Тогда суще-

ствуют самосопряженный проектор 𝑃R, действительное разложение единицы 𝐸+𝑁R и

действительное косое разложение единицы 𝐺+𝑁R в подпространстве ℛ(1R − 𝑃R), сосре-
доточенные на 𝜎+(𝑁R), для которых выполняется соотношение

⟨𝑁R𝜙, 𝜓⟩R =

∫︁
C+

Re 𝜉 𝑑𝐸+𝑁R
𝜙𝜓 (𝜉) +

∫︁
C+

Im 𝜉 𝑑𝐺+𝑁R
𝜙𝜓 (𝜉), 𝜙 ∈ 𝐷(𝑁R), 𝜓 ∈ HR. (11)

При этом любые два оператора 𝐸+𝑁R(𝜔) и 𝐺+𝑁R(𝜔′) коммутируют.
Комплексификация 𝑃C проектора 𝑃R, а также комплексификации 𝐸+𝑁C(𝜔) и 𝐺+𝑁C(𝜔)

операторов 𝐸+𝑁R(𝜔) и 𝐺+𝑁R(𝜔) связаны со спектральным разложением 𝐸𝑁C комплекси-

фикации 𝑁C оператора 𝑁R формулами

𝑃C = 𝐸𝑁C
(︀
𝜎0(𝑁R)

)︀
, (12)

𝐸+𝑁C(𝜔) = 𝐸𝑁C(𝜔) + 𝐸𝑁C(𝜔̄) − 𝐸𝑁C(𝜔 ∩ 𝜔̄) = 𝐸𝑁C(𝜔 ∪ 𝜔̄), (13)

𝐺+𝑁C(𝜔) = 𝑖
(︀
𝐸𝑁C(𝜔) − 𝐸𝑁C(𝜔̄)

)︀
. (14)

Доказательство. Представим комплексификацию 𝑁C оператора 𝑁R в соответствии с
предложением 13 в виде 𝑁C = 𝐴C + 𝐵C, где 𝐴C — самосопряженный оператор, а 𝐵C —
кососопряженный. Рассмотрим представление (3) оператора 𝐴C и применим к нему след-
ствие 8 при 𝑓(𝜉) = Re 𝜉, 𝑔(𝜉) = Re 𝜉 + 𝑖| Im 𝜉|, в результате получим

𝐴C =

∫︁
C

Re 𝜉 𝑑𝐸𝑁C(𝜉) =

∫︁
C+

Re 𝜉 𝑑𝐸+𝑁C(𝜉).

Поскольку 𝑔−1(𝜔) = 𝜔 ∪ 𝜔 для 𝜔 ⊂ C+, то операторы 𝐸+𝑁C(𝜔) задаются формулой (13).
В результате преобразований представления (4) оператора 𝐵C имеем

𝐵C =

∫︁
C
𝑖 Im 𝜉 𝑑𝐸𝑁C(𝜉) =

∫︁
C+

𝑖 Im 𝜉 𝑑𝐸𝑁C(𝜉) −
∫︁
C+

𝑖 Im 𝜉 𝑑𝐸𝑁C(𝜉) =

=

∫︁
C+

Im 𝜉 𝑑𝐺+𝑁C(𝜉),

где операторы 𝐺+𝑁C(𝜔) задаются формулой (14). Таким образом,

𝑁C = 𝐴C +𝐵C =

∫︁
C+

Re 𝜉 𝑑𝐸+𝑁C(𝜉) +

∫︁
C+

Im 𝜉 𝑑𝐺+𝑁C(𝜉).

Несложно проверить, что операторы 𝐸+𝑁C(𝜔) и 𝐺+𝑁C(𝜔) коммутируют с оператором 𝐽 .
Возьмем качестве 𝑃R сужение самосопряженного проектора 𝐸𝑁C

(︀
𝜎0(𝑁R)

)︀
на HR. В ка-

честве 𝐸+𝑁R(𝜔) и 𝐺+𝑁R(𝜔) возьмем сужения 𝐸+𝑁C(𝜔) и 𝐺+𝑁C(𝜔) на HR. То, что семейства
𝐸+𝑁R(𝜔), 𝜔 ∈ Σ, и 𝐺+𝑁R(𝜔), 𝜔 ∈ Σ, представляют собой действительное разложение едини-
цы и действительное косое разложение единицы вℛ(1R−𝑃R), сосредоточенные на 𝜎+(𝑁R),
проверяется непосредственно. Очевидно, при этом выполняется соотношение (11). Так как
все операторы семейства 𝐸𝑁C(𝜔), 𝜔 ∈ Σ, коммутируют, то из формул (13) и (14) следует,
что любые два оператора 𝐸+𝑁C(𝜔) и 𝐺+𝑁C(𝜔′) также коммутируют. А поэтому коммути-
руют и операторы 𝐸+𝑁R(𝜔) и 𝐺+𝑁R(𝜔′). Теорема доказана.

Совокупность семейств операторов 𝐸+𝑁R(𝜔), 𝜔 ∈ Σ, и 𝐺+𝑁R(𝜔), 𝜔 ∈ Σ, будем называть
действительным спектральным разложением нормального оператора 𝑁R.
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5. Теорема о функциональном исчислении

Построенное в § 4 действительное спектральное разложение можно использовать для
определения оператора ΨR(𝑓), действующего в HR. В следующей теореме показано, что
комплексификация оператора ΨR(𝑓) совпадает с оператором ΨC(𝑓), определенном в § 3.

Теорема 17. Пусть 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR — нормальный оператор, а 𝑓 : C → C —

измеримая по Борелю функция, обладающая свойством 𝑓(𝜉) = 𝑓(𝜉), 𝜉 ∈ C. Определим
оператор ΨR(𝑓) : 𝐷

(︀
ΨR(𝑓)

)︀
⊂ HR → HR по формуле

ΨR(𝑓) =

∫︁
C+

Re 𝑓 𝑑𝐸+𝑁R +

∫︁
C+

Im 𝑓 𝑑𝐺+𝑁R

с областью определения 𝐷
(︀
ΨR(𝑓)

)︀
=

{︁
𝜙 ∈ HR :

∫︀
C+ |𝑓 |2 𝑑𝐸+𝑁R

𝜙𝜙 < ∞
}︁
. Тогда комплекси-

фикация оператора ΨR(𝑓) совпадает с оператором ΨC(𝑓).

Доказательство. Несложно проверить, что справедливо соотношение

ΨC(𝑓) = ΨC(Re 𝑓) + ΨC(𝑖 Im 𝑓),

где (с учетом свойства 𝑓(𝜉) = 𝑓(𝜉))

ΨC(Re 𝑓) =

∫︁
C

Re 𝑓(𝜉) 𝑑𝐸𝑁C(𝜉) =

∫︁
C+

Re 𝑓(𝜉) 𝑑𝐸+𝑁C(𝜉),

𝐷
(︀
ΨC(Re 𝑓)

)︀
=

{︁
𝜙 ∈ HC :

∫︁
C

(︀
Re 𝑓(𝜉)

)︀2
𝑑𝐸𝑁C

𝜙𝜙 (𝜉) <∞
}︁

=

=
{︁
𝜙 ∈ HC :

∫︁
C+

(︀
Re 𝑓(𝜉)

)︀2
𝑑𝐸+𝑁C

𝜙𝜙 (𝜉) <∞
}︁
,

ΨC(𝑖 Im 𝑓) =

∫︁
C
𝑖 Im 𝑓(𝜉) 𝑑𝐸𝑁C(𝜉) =

∫︁
C+

Im 𝑓(𝜉) 𝑑𝐺+𝑁C(𝜉),

𝐷
(︀
ΨC(Re 𝑓)

)︀
=

{︁
𝜙 ∈ HC :

∫︁
C

(︀
Im 𝑓(𝜉)

)︀2
𝑑𝐸𝑁C

𝜙𝜙 (𝜉) <∞
}︁

=

=
{︁
𝜙 ∈ HC :

∫︁
C+

(︀
Im 𝑓(𝜉)

)︀2
𝑑𝐸+𝑁C

𝜙𝜙 (𝜉) <∞
}︁
.

Очевидно, операторы ΨC(Re 𝑓) и ΨC(𝑖 Im 𝑓) представляют собой комплексификации опе-
раторов

∫︀
C+ Re 𝑓 𝑑𝐸+𝑁R и

∫︀
C+ Im 𝑓 𝑑𝐺+𝑁R соответственно. Теорема доказана.

Сформулируем теперь свойства полученного действительного функционального исчис-
ления.

Теорема 18. Пусть 𝐸+𝑁R(𝜔), 𝐺+𝑁R(𝜔), 𝜔 ∈ Σ, — спектральное разложение нормаль-

ного оператора 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR, а 𝑓 : C → C — измеримая по Борелю функция,

обладающая свойством 𝑓(𝜉) = 𝑓(𝜉). Тогда оператор ΨR(𝑓) обладает свойствами:

(a) Для всех 𝜙 ∈ 𝐷
(︀
ΨR(𝑓)

)︀
справедливо равенство

‖ΨR(𝑓)𝜙‖2R =

∫︁
C+

|𝑓 |2 𝑑𝐸+𝑁R
𝜙𝜙 .

(b) Оператор ΨR(𝑓) является нормальным, и выполняется соотношение

ΨR(𝑓)* = ΨR(𝑓) =

∫︁
C+

Re 𝑓 𝑑𝐸+𝑁R −
∫︁
C+

Im 𝑓 𝑑𝐺+𝑁R .

(c) Спектральное разложение сопряженного оператора 𝑁R
* связано со спектральным

разложением оператора 𝑁R соотношениями

𝐸+𝑁R
*
(𝜔) = 𝐸+𝑁R(𝜔), 𝐺+𝑁R

*
(𝜔) =

(︀
𝐺+𝑁R(𝜔)

)︀*
= −𝐺+𝑁R(𝜔), 𝜔 ∈ Σ.
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(d) Если функция 𝑓 ограничена, то оператор ΨR(𝑓) ограничен.

(e) Для любых измеримых по Борелю функций 𝑓, 𝑔 : C → C, для которых 𝑓(𝜉) = 𝑓(𝜉),

𝑔(𝜉) = 𝑔(𝜉), справедливы включения

ΨR(𝑓) + ΨR(𝑔) ⊆ ΨR(𝑓 + 𝑔), ΨR(𝑓)ΨR(𝑔) ⊆ ΨR(𝑓𝑔).

Если при этом функция 𝑔 ограничена, то

ΨR(𝑓) + ΨR(𝑔) = ΨR(𝑓 + 𝑔), ΨR(𝑓)ΨR(𝑔) = ΨR(𝑓𝑔).

Доказательство. (a) Пусть 𝜙 ∈ 𝐷
(︀
ΨR(𝑓)

)︀
. Имеем

‖ΨR(𝑓)𝜙‖2R = ‖ΨC(𝑓)𝜙‖2C =

∫︁
C
|𝑓 |2 𝑑𝐸𝑁C

𝜙𝜙 =

∫︁
C+

|𝑓 |2 𝑑𝐸+𝑁R
𝜙𝜙 .

(b) Очевидно, что оператор ΨC(𝑓) является комплексификацией оператора ΨR(𝑓). Из
теоремы 6(b) следует, что ΨC(𝑓)* = ΨC(𝑓). А поэтому и ΨR(𝑓)* = ΨR(𝑓).
(c) Следует из (b). Свойства (d), (e) очевидны. Теорема доказана.

Пример 1. Рассмотрим задачу Коши [22] для однородного уравнения

𝑥̇(𝑡) = 𝑁R𝑥(𝑡), 𝑥(0) = 𝑏, (15)

где 𝑁R : 𝐷(𝑁R) ⊂ HR → HR — нормальный оператор, спектр которого содержится в левой
комплексной полуплоскости. Введем обозначение exp𝑡(𝜉) = 𝑒𝜉𝑡. Можно показать, что для
обобщенного решения [22] задачи (15) справедливо представление

𝑥(𝑡) = ΨR(exp𝑡)𝑏 =

∫︁
C+

Re exp𝑡(𝜉) 𝑑𝐸
+𝑁R(𝜉)𝑏+

∫︁
C+

Im exp𝑡(𝜉) 𝑑𝐺
+𝑁R(𝜉)𝑏 =

=

∫︁
{𝛼+𝑖𝛽:𝛼∈R, 𝛽≥0}

𝑒𝛼𝑡 cos 𝛽𝑡 𝑑𝐸+𝑁R(𝛼 + 𝑖𝛽)𝑏+

+

∫︁
{𝛼+𝑖𝛽:𝛼∈R, 𝛽≥0}

𝑒𝛼𝑡 sin 𝛽𝑡 𝑑𝐺+𝑁R(𝛼 + 𝑖𝛽)𝑏.

Подчеркнем, что оба слагаемых в правой части принадлежат HR.

Пример 2. В гильбертовом пространстве HR = 𝐿2[0, 2𝜋] со скалярным произведением

⟨𝑧1, 𝑧2⟩R = 1
2𝜋

∫︀ 2𝜋

0
𝑧1(𝑠)𝑧2(𝑠) 𝑑𝑠 расcмотрим оператор

𝑁R =
𝑑2

𝑑𝑠2
+ 𝑎1

𝑑

𝑑𝑠
+ 𝑎2,

где 𝑎1, 𝑎2 ∈ R, с областью определения, состоящей из функций 𝑧 ∈ 𝑊 2
2 [0, 2𝜋], удовлетво-

ряющих периодическим краевым условиям

𝑧(0) = 𝑧(2𝜋), 𝑧′(0) = 𝑧′(2𝜋).

Непосредственно проверяется, что собственные функции комплексификации 𝑁C опера-
тора 𝑁R имеют вид 𝜓𝑘(𝑠) = 𝑒𝑖𝑘𝑠, 𝑘 ∈ Z, а 𝜎

(︀
𝑁R

)︀
= 𝜎

(︀
𝑁C

)︀
= {𝜉𝑘 = −𝑘2 + 𝑖𝑎1𝑘 + 𝑎2 : 𝑘 ∈ Z}.

Очевидно, что 𝜉𝑘 = 𝜉−𝑘 и 𝜓𝑘(·) = 𝜓−𝑘(·).
Для измеримой по Борелю функции 𝑓 : C → C, обладающей свойством 𝑓(𝜉) = 𝑓(𝜉),

имеем (︀
ΨC(𝑓)𝑧

)︀
(𝑠) =

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑓(𝜉𝑘)⟨𝑧, 𝜓𝑘⟩C 𝜓𝑘(𝑠) =
+∞∑︁

𝑘=−∞

⟨𝑧(·), 𝑓(𝜉𝑘)𝜓𝑘(·)𝜓𝑘(𝑠)⟩C =

= 𝑓(𝑎2)⟨𝑧(·), 𝜓0(·)⟩C +
+∞∑︁
𝑘=1

⟨𝑧(·), 2 Re{𝑓(𝜉𝑘)𝜓𝑘(·)𝜓𝑘(𝑠)}⟩C 𝑑𝜉.
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Заметим, что

Re{𝑓(𝜉𝑘)𝜓𝑘(·)𝜓𝑘(𝑠)} = Re 𝑓(𝜉𝑘) Re{𝜓𝑘(·)}Re{𝜓𝑘(𝑠)}+

+ Re 𝑓(𝜉𝑘) Im{𝜓𝑘(·)} Im{𝜓𝑘(𝑠)}+

+ Im 𝑓(𝜉𝑘) Re{𝜓𝑘(·)} Im{𝜓𝑘(𝑠)}−
− Im 𝑓(𝜉𝑘) Im{𝜓𝑘(·)}Re{𝜓𝑘(𝑠)}.

Поэтому для 𝑧 ∈ HR имеем

ΨR(𝑓)𝑧 = 𝑓(𝑎2)𝐸
+𝑁R

(︀
{𝑎2}

)︀
𝑧 +

+∞∑︁
𝑘=1

Re 𝑓(𝜉𝑘)𝐸
+𝑁R

(︀
{𝜉𝑘}

)︀
𝑧+

+
+∞∑︁
𝑘=1

Im 𝑓(𝜉𝑘)𝐸
+𝐺R

(︀
{𝜉𝑘}

)︀
𝑧,

где (︁
𝐸+𝑁R

(︀
{𝑎2}

)︀
𝑧
)︁

(𝑠) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑧(𝑦) 𝑑𝑦,(︁
𝐸+𝑁R

(︀
{𝜉𝑘}

)︀
𝑧
)︁

(𝑠) =
cos 𝑘𝑠

𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑧(𝑦) cos 𝑘𝑦 𝑑𝑦 +
sin 𝑘𝑠

𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑧(𝑦) sin 𝑘𝑦 𝑑𝑦,(︁
𝐸+𝐺R

(︀
{𝜉𝑘}

)︀
𝑧
)︁

(𝑠) =
sin 𝑘𝑠

𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑧(𝑦) cos 𝑘𝑦 𝑑𝑦 − cos 𝑘𝑠

𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑧(𝑦) sin 𝑘𝑦 𝑑𝑦.

В частности, для функции exp𝑡(𝜉) = 𝑒𝜉𝑡 имеем

ΨR(exp𝑡) = 𝑒𝑎2𝑡𝐸+𝑁R
(︀
{𝑎2}

)︀
+

+∞∑︁
𝑘=1

𝑒(−𝑘
2+𝑎2)𝑡 cos(𝑎1𝑘𝑡)𝐸

+𝑁R
(︀
{𝜉𝑘}

)︀
+

+
+∞∑︁
𝑘=1

𝑒(−𝑘
2+𝑎2)𝑡 sin(𝑎1𝑘𝑡)𝐸

+𝐺R
(︀
{𝜉𝑘}

)︀
.

Таким образом, для вычисления функции от оператора 𝑁R (в том числе операторной
экспоненты с параметром 𝑡) не требуется переход к комплексификации.
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