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Аннотация. В работе исследуется аналог задачи Трикоми для характеристически
нагруженного уравнения гиперболо-параболического типа с переменными коэффици-
ентами. Доказана теорема единственности и существования решения исследуемой за-
дачи. Единственность решения доказывается с помощью принципа максимума, суще-
ствование – методом интегральных уравнений.
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1. Введение

Уравнения смешанного типа занимают важное место в теории дифференциальных урав-
нений в частных производных благодаря их теоретической и прикладной значимости. Од-
ним из важнейших классов уравнений с частными производными являются нагруженные
уравнения смешанного типа. Исследованию локальных и нелокальных краевых задач для
нагруженных уравнений с частными производными посвящена монография А.М. Наху-
шева [1].
Впервые аналог задачи Трикоми для модельного гиперболо-параболического уравнения

был изучен в работе [2]. Локальные и нелокальные краевые задачи для уравнений гипер-
боло-параболического типа, в том числе обратные задачи и задачи для вырождающихся
уравнений исследовались в работах многих авторов (см., например, [3]–[6]).
В настоящее время теория краевых задач и теория обратных задач для уравнений

гиперболо-параболического типа, в том числе для вырождающихся уравнений продолжа-
ет интенсивно развиваться. В этой связи укажем следующие работы. В [7] доказывается
априорная оценка классического решения аналога задачи Трикоми для неоднородного мо-
дельного уравнения гиперболо-параболического типа с правой частью из класса Гельдера.
В [8] для уравнения смешанного гиперболо-параболического типа в прямоугольной обла-
сти изучена обратная задача, связанная с поиском неизвестной правой части, установлен
критерий единственности решения задачи, решение построено в виде суммы ряда по соб-
ственным функциям соответствующей одномерной спектральной задачи. В [9] исследуется
нелокальная внутреннекраевая задача с оператором Эрдейи-Кобера для модельного урав-
нения гиперболо-параболического типа. В [10] для вырождающегося в области гипербо-
личности уравнения в прямоугольной области методом спектрального анализа установлен

K.U. Khubiev, Analogue of Tricomi problems for characteristicly loaded hyperbolic-

parabolic equations with variable coefficients.
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критерий единственности решения задачи с нелокальным условием, связывающим значе-
ния искомого решения, которые принадлежат разным типам изучаемого уравнения, по-
строено решение задачи в виде суммы ряда по собственным функциям соответствующей
одномерной спектральной задачи, установлена устойчивость решения по нелокальному
условию. В [11], [12] исследованы нелокальные краевые задачи с условием типа условия
Бицадзе–Самарского для вырождающегося уравнения гиперболо-параболического типа
второго рода. В [13] для неоднородного гиперболо-параболического уравнения с нехарак-
теристической линией изменения типа изучается краевая задача с граничными условиями
первого рода на характеристиках в параболической и гиперболической частях области за-
дания уравнения, и с условием третьего рода на нехарактеристической части границы в
параболической части.
Отметим также работы для нагруженных уравнений гиперболо-параболического типа

второго и третьего порядков в различных областях [14]–[19]. В [14] исследуются кра-
евые задачи для модельных нагруженных уравнений гиперболо-параболического типа
второго порядка, когда линия изменения типа является нехарактеристической, и тре-
тьего порядка, когда линия изменения типа является характеристической. В [15] до-
казана однозначная разрешимость краевых задач для нагруженного дифференциаль-
ного уравнения третьего порядка с гиперболическим и параболо-гиперболическим опе-
ратором. В [16] для уравнения гиперболо-параболического типа исследована однознач-
ная разрешимость нелокальной задачи с обобщенными операторами дробного интегро-
дифференцирования в краевом условии. В [17], [18] для различных уравнений смешанно-
го гиперболо-параболического типа с нагруженными слагаемыми установлены критерии
единственности решения начально-граничной задачи в прямоугольной области. Решения
построены в виде суммы ряда по собственным функциям соответствующей одномерной
задачи на собственные значения. В [19] исследован аналог задачи Трикоми для нагружен-
ного модельного уравнения гиперболо-параболического типа с дробной производной при
нагрузке.
В настоящей работе рассмотрим нагруженное [1] уравнение гиперболо-параболического

типа{︂
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 + 𝑎1𝑢𝑥 + 𝑐1𝑢+ 𝑑1𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1, 𝑦 > 0,
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑎2𝑢𝑥 + 𝑏2𝑢𝑦 + 𝑐2𝑢+ 𝑑2𝑢(𝑥+ 𝑦, 0) + 𝑒2𝑢(𝑥− 𝑦, 0) = 𝑓2, 𝑦 < 0,

(1.1)

в области Ω, ограниченной отрезками 𝐴𝐴0, 𝐵𝐵0, 𝐴0𝐵0 прямых 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑙, 𝑦 = ℎ > 0
соответственно, и характеристиками 𝐴𝐶 : 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝐵𝐶 : 𝑥 − 𝑦 = 𝑙. Через Ω1 и Ω2 обо-
значим параболическую и гиперболическую части смешанной области Ω соответственно,
а через 𝐽 – интервал 0 < 𝑥 < 𝑙 прямой 𝑦 = 0, 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑐𝑖 = 𝑐𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑑𝑖 = 𝑑𝑖(𝑥, 𝑦),
𝑓𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑏2 = 𝑏2(𝑥, 𝑦), 𝑒2 = 𝑒2(𝑥, 𝑦) – заданные функции из класса 𝐶(Ω̄𝑖), 𝑖 = 1, 2.
Регулярным в области Ω решением уравнения (1.1) назовем функцию 𝑢 (𝑥, 𝑦) из класса

𝐶(Ω̄)∩𝐶1(Ω)∩𝐶2(Ω2)∩𝐶2
𝑥(Ω1), 𝑢𝑥, 𝑢𝑦 ∈ 𝐿(𝐽), удовлетворяющую уравнению (1.1) в Ω1∪Ω2.

Задача T. Найти регулярное в области Ω решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения (1.1), удовлетво-
ряющее краевым условиям

𝑢 (0, 𝑦) = 𝜙0 (𝑦) , 𝑢 (𝑙, 𝑦) = 𝜙𝑙 (𝑦) , 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ, (1.2)

𝑢 (𝑥/2, −𝑥/2) = 𝜓 (𝑥) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, (1.3)

где 𝜙0(𝑦), 𝜙𝑙(𝑦), 𝜓(𝑥)− заданные функции, 𝜙0(𝑦), 𝜙𝑙(𝑦) ∈ 𝐶[0, ℎ], 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙] ∩ 𝐶2]0, 𝑙[,
причем 𝜙0(0) = 𝜓(0).
В работах [20], [21] для задачи Т при 𝑒2 ≡ 0 было доказано существование и единствен-

ность решения исследуемой задачи при очень сильных ограничениях на функцию 𝑑2, а
точнее в случае, если функция 𝑑2 определенным образом зависела от функций 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2.
В данной работе эти условия существенно ослаблены, причем при 𝑑1 = 𝑑2 = 𝑒2 ≡ 0 полу-
ченные результаты совпадают с результатами, приведенными в [3].
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2. Теорема существования и единственности решения

Для задачи Т справедлива следующая

Теорема 2.1. Пусть
1) в Ω̄1 функции 𝑎1(𝑥, 𝑦), 𝑐1(𝑥, 𝑦), 𝑑1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) непрерывны и удовлетворяют по 𝑥

условию Гельдера, 𝑎1(𝑥, 0) ∈ 𝐶1[0, 𝑙], кроме того

𝑐1(𝑥, 𝑦) + 𝑑1(𝑥, 𝑦) < 0, 𝑑1(𝑥, 𝑦) ≥ 0; (2.1)

2) функции 𝑎2(𝑥, 𝑦), 𝑏2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(Ω̄2), 𝑐2(𝑥, 𝑦), 𝑑2(𝑥, 𝑦), 𝑒2(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄2), функция

𝑢(𝑥, 𝑦) обладает свойством
(︁

𝜕
𝜕𝑦

− 𝜕
𝜕𝑥

)︁
𝑢 ∈ 𝐶

(︁
Ω̄2 ∖ 𝐽

)︁
, кроме того, выполняются условия

𝑎22 − 𝑏22 + 2𝑎2𝑥 + 2𝑏2𝑥 + 2𝑎2𝑦 + 2𝑏2𝑦 − 4𝑐2 ≥ 0, (2.2)

𝑎2(𝑥, 𝑦) + 𝑏2(𝑥, 𝑦) > 0, 𝑐2(𝑥, 𝑦) + 𝑑2(𝑥, 𝑦) + 𝑒2(𝑥, 𝑦) ≥ 0, 𝑑2(𝑥, 𝑦) ≤ 0, 𝑒2(𝑥, 𝑦) ≤ 0. (2.3)

Тогда решение задачи Т существует и единственно.

Доказательство. Пусть существует решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи Т. Обозначим через

𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥). (2.4)

Тогда из условий задачи следует, что 𝜏(0) = 𝜙0(0) = 𝜓(0), 𝜏(𝑙) = 𝜙𝑙(0), 𝜏(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽) ∩
𝐶1(𝐽), 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽) ∩ 𝐿(𝐽).

2.1. Единственность решения задачи Т. Рассмотрим однородную задачу Т, т.е.
𝜙0(𝑦) = 𝜙𝑙(𝑦) = 𝜓(𝑥) ≡ 0, 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑦) ≡ 0. В Ω2 уравнение (1.1) в характери-
стическиx координатаx 𝜉 = 𝑥+ 𝑦, 𝜂 = 𝑥− 𝑦 примет вид

𝑣𝜉𝜂 + 𝑝𝑣𝜉 + 𝑞𝑣𝜂 + 𝑟𝑣 + 𝜆𝑣(𝜉, 𝜉) + 𝜇𝑣(𝜂, 𝜂) = 0, (2.5)

где 4𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2, 4𝑞 = 𝑎2 − 𝑏2, 4𝑟 = 𝑐2, 4𝜆 = 𝑑2, 4𝜇 = 𝑒2, 𝑣 = 𝑣(𝜉, 𝜂) = 𝑢(𝑥, 𝑦), а Ω− ∪ 𝐴𝐵
перейдет в область 𝐷 = {(𝜉, 𝜂) : 0 < 𝜉 < 𝜂 < 𝑙}.
Следуя [22], покажем, что положительный максимум функции 𝑣(𝜉, 𝜂) в 𝐷̄ может до-

стигаться только на отрезке 0 ≤ 𝜉 = 𝜂 ≤ 𝑙. Действительно, пусть (𝜀, 𝛿) – произвольным
образом фиксированная точка из области 𝐷, 𝜀, 𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. Как следует из условий
теоремы 2.1, функция 𝑝 в области 𝐷 имеет непрерывную производную по 𝜉, а 𝑞 − непре-
рывна в 𝐷, и уравнение (2.5) в классе функций 𝑣 = 𝑣(𝜉, 𝜂), имеющих в 𝐷 первые и вторые
смешанные производные, эквивалентно уравнению

(𝑞1𝑣𝜂 + 𝑝1𝑣)𝜉 + 𝑟1𝑣 + 𝜆1𝑣(𝜉, 𝜉) + 𝜇1𝑣(𝜂, 𝜂) = 0

или нагруженному уравнению первого порядка

𝑞1(𝜉, 𝜂)𝑣𝜂(𝜉, 𝜂) + 𝑝1(𝜉, 𝜂)𝑣(𝜉, 𝜂) +

𝜉∫︁
𝜀

𝑟1(𝜉1, 𝜂)𝑣(𝜉1, 𝜂)𝑑𝜉1 =

= 𝑞1(𝜀, 𝜂)𝑣𝜂(𝜀, 𝜂) + 𝑝1(𝜀, 𝜂)𝑣(𝜀, 𝜂) −
𝜉∫︁

𝜀

𝜆1(𝜉1, 𝜂)𝑣(𝜉1, 𝜉1)𝑑𝜉1 −
𝜉∫︁

𝜀

𝜇1(𝜉1, 𝜂)𝑣(𝜂, 𝜂)𝑑𝜉1, (2.6)

где 𝑟1 = 𝑟𝑞1 − 𝑝1𝜉, 𝑝1 = 𝑝𝑞1, 𝑞1 = exp
𝜉∫︀
𝛿

𝑞(𝑡, 𝜂)𝑑𝑡, 𝜆1 = 𝜆𝑞1, 𝜇1 = 𝜇𝑞1, 0 < 𝜉 < 𝜂 < 𝑙.

Перепишем (2.6) в следующем виде:

𝑞1(𝜉, 𝜂)𝑣𝜂(𝜉, 𝜂) =

𝜉∫︁
𝜀

[𝑣(𝜉, 𝜂) − 𝑣(𝜉1, 𝜂)]𝑟1(𝜉1, 𝜂)𝑑𝜉1 + 𝑞1(𝜀, 𝜂)
[︁
𝑣𝜂(𝜀, 𝜂) + 𝑝(𝜀, 𝜂)𝑣(𝜀, 𝜂)

]︁
+
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+

𝜉∫︁
𝜀

[𝑣(𝜉, 𝜂) − 𝑣(𝜉1, 𝜉1)]𝜆1(𝜉1, 𝜂)𝑑𝜉1 +

𝜉∫︁
𝜀

[𝑣(𝜉, 𝜂) − 𝑣(𝜂, 𝜂)]𝜇1(𝜉1, 𝜂)𝑑𝜉1−

−𝑣(𝜉, 𝜂)

[︂
𝑝1(𝜉, 𝜂) +

𝜉∫︁
𝜀

[𝑟(𝜉1, 𝜂)𝑞1(𝜉1, 𝜂) + 𝜆1(𝜉1, 𝜂) + 𝜇1(𝜉1, 𝜂)]𝑑𝜉1

]︂
=

=

𝜉∫︁
𝜀

[𝑣(𝜉, 𝜂) − 𝑣(𝜉1, 𝜂)]𝑟1(𝜉1, 𝜂)𝑑𝜉1 + 𝑞1(𝜀, 𝜂)
[︁
𝑣𝜂(𝜀, 𝜂) + 𝑝(𝜀, 𝜂)𝑣(𝜀, 𝜂)

]︁
+

+

𝜉∫︁
𝜀

[𝑣(𝜉, 𝜂) − 𝑣(𝜉1, 𝜉1)]𝜆1(𝜉1, 𝜂)𝑑𝜉1 +

𝜉∫︁
𝜀

[𝑣(𝜉, 𝜂) − 𝑣(𝜂, 𝜂)]𝜇1(𝜉1, 𝜂)𝑑𝜉1−

−𝑣(𝜉, 𝜂)
[︁
𝑝1(𝜀, 𝜂) +

𝜉∫︁
𝜀

[𝑟(𝜉1, 𝜂) + 𝜆(𝜉1, 𝜂) + 𝜇(𝜉1, 𝜂)]𝑞1(𝜉1, 𝜂)𝑑𝜉1

]︁
. (2.7)

Допустим теперь, что положительный максимум функции 𝑣(𝜉, 𝜂), являющейся регуляр-
ным решением уравнения (2.5), в 𝐷̄ достигается в точке (𝜉0, 𝜂0), 0 < 𝜉0 < 𝜂0 ≤ 𝑙. Из (2.7)
при 𝜉 = 𝜉0, 𝜂 = 𝜂0, 𝜀→ 0, имеем:

𝑞1(𝜉0, 𝜂0)𝑣𝜂(𝜉0, 𝜂0) =

𝜉0∫︁
0

[𝑣(𝜉0, 𝜂0) − 𝑣(𝜉1, 𝜂0)]𝑟1(𝜉1, 𝜂0)𝑑𝜉1+

+

𝜉0∫︁
0

[𝑣(𝜉0, 𝜂0) − 𝑣(𝜉1, 𝜉1)]𝜆1(𝜉1, 𝜂0)𝑑𝜉1 +

𝜉0∫︁
0

[𝑣(𝜉0, 𝜂0) − 𝑣(𝜂0, 𝜂0)]𝜇1(𝜉1, 𝜂0)𝑑𝜉1−

−𝑣(𝜉0, 𝜂0)
[︁
𝑝1(𝜉0, 𝜂0) +

𝜉∫︁
0

[𝑟(𝜉1, 𝜂0) + 𝜆(𝜉1, 𝜂0) + 𝜇(𝜉1, 𝜂0)]𝑞1(𝜉1, 𝜂0)𝑑𝜉1

]︁
+

+𝑞1(0, 𝜂)
[︁
𝑣𝜂(0, 𝜂) + 𝑝(0, 𝜂)𝑣(0, 𝜂)

]︁
. (2.8)

Из условий теоремы 2.1 следует, что 𝑝, 𝑝𝜉, 𝑞, 𝑟, 𝜆 и 𝜇 принадлежат 𝐶(0 ≤ 𝜉 < 𝜂 ≤ 𝑙),
𝑣𝜂 ∈ 𝐶(0 ≤ 𝜉 < 𝜂 ≤ 𝑙), кроме того, из (2.2), (2.3) получим, что

𝑟1(𝜉, 𝜂) ≤ 0, 𝜆(𝜉, 𝜂) ≤ 0, 𝜇(𝜉, 𝜂) ≤ 0,

𝑝1(𝜉, 𝜂) +

𝜉∫︁
0

[︁
𝑟(𝜉1, 𝜂) + 𝜆(𝜉1, 𝜂) + 𝜇(𝜉1, 𝜂)

]︁
𝑞1(𝜉1, 𝜂)𝑑𝜉1 > 0,

а из того, что 𝜓(𝑥) ≡ 0 следует, что

𝑣𝜂(0, 𝜂) + 𝑝(0, 𝜂)𝑣(0, 𝜂) = 0.

Таким образом, учитывая условия теоремы 2.1 и то что 𝑞1(𝜉, 𝜂) > 0, из (2.8) получаем,
что 𝑣𝜂(𝜉0, 𝜂0) < 0. Но это противоречит сделанному допущению, так как в точке (𝜉0, 𝜂0) по-
ложительного максимума 𝑣𝜂(𝜉0, 𝜂0) ≥ 0. Следовательно, положительный максимум функ-
ции 𝑣(𝜉, 𝜂) в 𝐷̄ достигается только на отрезке 0 ≤ 𝜉 = 𝜂 ≤ 𝑙, и при выполнении условий
теоремы 2.1 решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения (1.1) при 𝑦 < 0 свой положительный максимум в
Ω̄2 принимает во внутренней точке (𝑥0, 0) отрезка 𝐴𝐵, причем в точке положительного
максимума

𝜈(𝑥0) ≥ 0. (2.9)
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Замечание 2.1. Отметим, что при 𝑑2 = 𝑒2 ≡ 0 полученный принцип экстремума для
нагруженного гиперболического уравнения совпадает с принципом экстремума Агмона-
Ниренберга-Проттера, сформулированным для гиперболического уравнения в [22], и по-
лученные условия согласуются с условиями, полученными в работе [23]. Краткий обзор
результатов исследований по принципу максимума для уравнений смешанного типа при-
веден в работе [24].

Покажем, аналогично [22], что при 𝑦 > 0 положительный максимум функции 𝑢(𝑥, 𝑦) в
Ω̄+ может достигается только на 𝐴𝐴0, 𝐴𝐵, 𝐵𝐵0. Пусть регулярное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравне-
ния (1.1) при 𝑦 > 0 достигает положительного максимума в точке (𝑥0, 𝑦0) ∈ Ω+. Необходи-
мое условие максимума функции 𝑢 в точке (𝑥0, 𝑦0) имеет следующий вид: 𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 0,
𝑢𝑥𝑥 ≤ 0. Принимая это во внимание, из (1.1) находим

𝑐1(𝑥0, 𝑦0)𝑢(𝑥0, 𝑦0) + 𝑑1(𝑥0, 𝑦0)𝑢(𝑥0, 0) = −𝑢𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0.

С другой стороны, при выполнении условий (2.1) теоремы 2.1 𝑐1 + 𝑑1 < 0, 𝑑1 ≥ 0, получим

𝑐1(𝑥0, 𝑦0)𝑢(𝑥0, 𝑦0) + 𝑑1(𝑥0, 𝑦0)𝑢(𝑥0, 0) =

= 𝑐1(𝑥0, 𝑦0)𝑢(𝑥0, 𝑦0) + 𝑑1(𝑥0, 𝑦0)𝑢(𝑥0, 0) + 𝑑1(𝑥0, 𝑦0)𝑢(𝑥0, 𝑦0) − 𝑑1(𝑥0, 𝑦0)𝑢(𝑥0, 𝑦0) =

= [𝑐1(𝑥0, 𝑦0) + 𝑑1(𝑥0, 𝑦0)]𝑢(𝑥0, 𝑦0) − 𝑑1(𝑥0, 𝑦0)[𝑢(𝑥0, 𝑦0) − 𝑢(𝑥0, 0)] < 0.

Полученное противоречие – результат неверного допущения, и (𝑥0, 𝑦0) ̸∈ Ω+. Утвержде-
ние, что точка максимума не принадлежит 𝐴0𝐵0, доказывается также, как и в случае,
когда 𝑦0 < ℎ, но с той лишь разницей, что необходимое условие экстремума 𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 0
при 𝑦0 < ℎ заменяется условием 𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0 при 𝑦0 = ℎ.
Таким образом, при выполнении условий теоремы 2.1 следует, что положительный мак-

симум функции 𝑢(𝑥, 𝑦) может достигаться только на отрезках 𝐴𝐴0, 𝐵𝐵0, 𝐴𝐵.
Покажем теперь, что для функции 𝑢(𝑥, 𝑦) любая внутренняя точка (𝑥0, 0) отрезка 𝐴𝐵

не может быть точкой положительного максимума. В самом деле, в силу непрерывности
производных 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥 из уравнения (1.1) мы можем перейти к пределу при 𝑦 → +0 и
тогда получим

𝜏 ′′(𝑥) + 𝑎1(𝑥, 0)𝜏 ′(𝑥) + [𝑐1(𝑥, 0) + 𝑑1(𝑥, 0)]𝜏(𝑥) − 𝜈(𝑥) = 0. (2.10)

Из (2.10) в силу условий (2.1) теоремы 2.1 в точке положительного максимума имеем
𝜈(𝑥0) < 0, что противоречит неравенству (2.9), откуда следует, что функция 𝑢(𝑥, 𝑦) не мо-
жет достигать положительного максимума во внутренней точке (𝑥0, 0) отрезка 𝐴𝐵. Таким
образом, при выполнении условий теоремы 2.1 положительный максимум функции 𝑢(𝑥, 𝑦)
может достигаться только на отрезках 𝐴𝐴0 и 𝐵𝐵0. Так как 𝜙0(𝑦) = 𝜙𝑙(𝑦) ≡ 0, то заклю-
чаем, что максимум функции 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0 в Ω̄. Аналогично доказывается, что функция
𝑢(𝑥, 𝑦) не может достигать отрицательного минимума, и минимум функции 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0.
Следовательно, однородная задача, соответствующая задаче Т, имеет только тривиальное
решение 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0, из чего заключаем единственность решения задачи Т.

2.2. Существование решения задачи Т. Решая задачу Коши [25] для уравнения
(1.1) в области Ω2 как для неоднородного волнового уравнения с правой частью 𝑓2(𝑥, 𝑦)−
𝑑2(𝑥, 𝑦)𝜏(𝑥+ 𝑦) − 𝑒2(𝑥, 𝑦)𝜏(𝑥− 𝑦), получим

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2
[𝑅(𝑥, 𝑦;𝑥+ 𝑦, 0)𝜏(𝑥+ 𝑦) +𝑅(𝑥, 𝑦;𝑥− 𝑦, 0)𝜏(𝑥− 𝑦)]−

−1

2

𝑥+𝑦∫︁
𝑥−𝑦

[𝑅𝜂(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) + 𝑏2(𝜉, 0)𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)] 𝜏(𝜉)𝑑𝜉 +
1

2

𝑥+𝑦∫︁
𝑥−𝑦

𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)𝜈(𝜉)𝑑𝜉+
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+
1

2

0∫︁
𝑦

𝑥−𝑦+𝜂∫︁
𝑥+𝑦−𝜂

𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)
[︁
𝑓2(𝜉, 𝜂) − 𝑑2(𝜉, 𝜂)𝜏(𝜉 + 𝜂) − 𝑒2(𝜉, 𝜂)𝜏(𝜉 − 𝜂)

]︁
𝑑𝜉𝑑𝜂, (2.11)

где 𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) - функция Римана, определяемая как решение задачи Гурса

𝑅1 = 𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)|𝜂=𝑥+𝑦−𝜉 = 𝑒𝑥𝑝

⎛⎝1

2

𝜉∫︁
𝑥

[𝑎2(𝑡, 𝑥+ 𝑦 − 𝑡) + 𝑏2(𝑡, 𝑥+ 𝑦 − 𝑡)] 𝑑𝑡

⎞⎠ ,

𝑅2 = 𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)|𝜂=𝜉−𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥𝑝

⎛⎝1

2

𝜉∫︁
𝑥

[𝑎2(𝑡, 𝑡− 𝑥+ 𝑦) + 𝑏2(𝑡, 𝑡− 𝑥+ 𝑦)] 𝑑𝑡

⎞⎠ ,

𝑅(𝑥, 𝑦;𝑥, 𝑦) = 1,

для уравнения

𝑅𝜉𝜉 −𝑅𝜂𝜂 − (𝑎2𝑅)𝜉 − (𝑏2𝑅)𝜂 + 𝑐2𝑅 = 0. (2.12)

Удовлетворяя (2.11) условию (1.3), получим

𝑅2(𝑥/2,−𝑥/2;𝑥, 0)𝜏(𝑥) +

𝑥∫︁
0

[𝑅𝜂(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 0) + 𝑏2(𝜉, 0)𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 0)] 𝜏(𝜉)𝑑𝜉−

−
0∫︁

−𝑥/2

𝑥+𝜂∫︁
−𝜂

𝑑2(𝜉, 𝜂)𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 𝜂)𝜏(𝜉 + 𝜂) − 𝑒2(𝜉, 𝜂)𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 𝜂)𝜏(𝜉 − 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 =

= 2𝜓(𝑥) −𝑅1(𝑥/2,−𝑥/2; 0, 0)𝜓(0) +

−𝑥/2∫︁
0

−𝜂∫︁
𝑥+𝜂

𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 𝜂)𝑓2(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂+

+

𝑥∫︁
0

𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 0)𝜈(𝜉)𝑑𝜉. (2.13)

Меняя пределы интегрирования в двойных интегралах, получим

0∫︁
−𝑥/2

𝑥+𝜂∫︁
−𝜂

𝑑2(𝜉, 𝜂)𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 𝜂)𝜏(𝜉 + 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 =

=

𝑥∫︁
0

𝜏(𝜉)

0∫︁
𝜉−𝑥
2

𝑑2(𝜉 − 𝜂, 𝜂)𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉 − 𝜂, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉,

0∫︁
−𝑥/2

𝑥+𝜂∫︁
−𝜂

𝑒2(𝜉, 𝜂)𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 𝜂)𝜏(𝜉 − 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 =

=

𝑥∫︁
0

𝜏(𝜉)

0∫︁
−𝜉/2

𝑒2(𝜉 + 𝜂, 𝜂)𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉 + 𝜂, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉,
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и обозначив

𝐾1(𝑥, 𝜉) =

0∫︁
𝜉−𝑥
2

𝑑2(𝜉 − 𝜂, 𝜂)𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉 − 𝜂, 𝜂)𝑑𝜂 +

0∫︁
−𝜉/2

𝑒2(𝜉 + 𝜂, 𝜂)𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉 + 𝜂, 𝜂)𝑑𝜂,

𝐾(𝑥, 𝜉) =
𝐾1(𝑥, 𝜉) −𝑅𝜂(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 0) − 𝑏2(𝜉, 0)𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 0)

𝑅2(𝑥/2,−𝑥/2;𝑥, 0)
,

𝑔1(𝑥) =

2𝜓(𝑥) −𝑅1(𝑥/2,−𝑥/2; 0, 0)𝜓(0) +
−𝑥/2∫︀
0

−𝜂∫︀
𝑥+𝜂

𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; 𝜉, 𝜂)𝑓2(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂

𝑅2(𝑥/2,−𝑥/2;𝑥, 0)
,

𝑔2(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑅(𝑥/2,−𝑥/2; , 𝜉, 0) 𝜈(𝜉)

𝑅2(𝑥/2,−𝑥/2;𝑥, 0)
𝑑𝜉, 𝑔(𝑥) = 𝑔1(𝑥) + 𝑔2(𝑥),

получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода

𝜏(𝑥) −
𝑥∫︁

0

𝐾(𝑥, 𝜉)𝜏(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑔(𝑥).

После обращения полученного интегрального уравнения относительно 𝜏(𝑥) будем иметь
первое функциональное соотношение между 𝜏(𝑥) и 𝜈(𝑥), принесенное из области Ω2 в виде

𝜏(𝑥) −
𝑥∫︁

0

𝑇 (𝑥, 𝜉)𝜈(𝜉)𝑑𝜉 = 𝜌(𝑥), (2.14)

где

𝑇 (𝑥, 𝜉) =

𝑅(𝑥/2,−𝑥/2, 𝜉, 0) +
𝑥∫︀
𝜉

Γ(𝑥, 𝑡)𝑅(𝑡/2,−𝑡/2; 𝜉, 0)𝑑𝑡

𝑅2(𝑥/2,−𝑥/2;𝑥, 0)
,

𝜌(𝑥) = 𝑔1(𝑥) +

𝑥∫︁
0

Γ(𝑥, 𝜉)𝑔1(𝜉)𝑑𝜉, а Γ(𝑥, 𝜉) – резольвента ядра 𝐾(𝑥, 𝜉).

Замечание 2.2. Отметим, что для уравнения (1.1) в Ω2 при 𝑑2 = 𝑒2 = 𝑓2 ≡ 0 аналогич-
ные соотношения были получены в [3], [26].

Для неоднородного уравнения (1.1) соотношение (2.10) примет вид:

𝜏 ′′(𝑥) + 𝑎1(𝑥, 0)𝜏 ′(𝑥) + [𝑐1(𝑥, 0) + 𝑑1(𝑥, 0)] 𝜏(𝑥) = 𝑓1(𝑥, 0) + 𝜈(𝑥). (2.15)

Поэтому второе функциональное соотношение между функциями 𝜏 (𝑥) и 𝜈 (𝑥), принесен-
ное из области Ω1, определим как решение уравнения (2.15), удовлетворяющее краевым
условиям

𝜏(0) = 𝜙0(0), 𝜏(𝑙) = 𝜙𝑙(0). (2.16)

При выполнении условий теоремы 2.1 на гладкость функций 𝑎1, 𝑐1, 𝑑1, 𝑓1 оно имеет вид

𝜏(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
𝑙∫︁

0

𝐺(𝑥, 𝜉)𝜈(𝜉)𝑑𝜉, (2.17)



АНАЛОГ ЗАДАЧИ ТРИКОМИ ДЛЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИ НАГРУЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ . . . 101

где

𝑓(𝑥) = 𝜙0(0) + 𝑥{𝜙𝑙(0) − 𝜙0(0)} +

𝑙∫︁
0

[︂
𝐺(𝑥, 𝜉)

(︂
𝑓1(𝜉, 0)−

−{𝑎1(𝜉, 0) + 𝜉[𝑐1(𝜉, 0) + 𝑑1(𝜉, 0)]}{𝜙𝑙(0) − 𝜙0(0)} − 𝜙0(0)[𝑐1(𝜉, 0) + 𝑑1(𝜉, 0)]

)︂]︂
𝑑𝜉,

а 𝐺(𝑥, 𝜉) – функция Грина, обладающая свойствами [25]
a) в промежутках 0 ≤ 𝑥 < 𝜉, 𝜉 < 𝑥 ≤ 𝑙 непрерывна вместе со своими производны-

ми до второго порядка и удовлетворяет уравнению, сопряженному с уравнением (2.15),
кроме того, при каждом фиксированном 𝜉, 0 < 𝜉 < 𝑙, удовлетворяет как функция от 𝑥
однородным краевым условиям (2.16);
б) в точке 𝜉 = 𝑥 как функция 𝜉 сама непрерывна, а ее первая производная по 𝑥 имеет

скачок, причем 𝐺𝑥(𝑥, 𝑥+ 0) −𝐺𝑥(𝑥, 𝑥− 0) = 1.
Исключая 𝜏(𝑥) из (2.14) и (2.17), получаем интегральное уравнение

𝑥∫︁
0

𝑇 (𝑥, 𝜉)𝜈(𝜉)𝑑𝜉 + 𝜌(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
𝑙∫︁

0

𝐺(𝑥, 𝜉)𝜈(𝜉)𝑑𝜉,

из которого после дифференцирования по 𝑥 с учетом того, что 𝑇 (𝑥, 𝑥) ≡ 1 имеем

𝜈(𝑥) −
𝑥∫︁

0

𝑇1(𝑥, 𝜉)𝜈(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑓 ′(𝑥) − 𝜌′(𝑥) −
𝑙∫︁

0

𝐺𝑥(𝑥, 𝜉)𝜈(𝜉)𝑑𝜉, (2.18)

где 𝑇1(𝑥, 𝜉) = 𝑇𝑥(𝑥,𝜉)
𝑅2(𝑥/2,−𝑥/2,𝑥,0)

. Обращая уравнение (2.18), получим

𝜈(𝑥) +

𝑙∫︁
0

𝐾2(𝑥, 𝑡)𝜈(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜎(𝑥). (2.19)

Здесь

𝐾2(𝑥, 𝑡) = 𝐺𝑥(𝑥, 𝑡) +

𝑥∫︁
0

Γ1(𝑥, 𝜉)𝐺𝑥(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉,

𝜎(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) − 𝜌′(𝑥) +

𝑥∫︁
0

Γ1(𝑥, 𝜉) [𝑓 ′(𝜉) − 𝜌′(𝜉)] 𝑑𝜉,

а Γ1(𝑥, 𝜉) – резольвента ядра 𝑇1(𝑥, 𝜉).
Так как мы будем искать 𝜈(𝑥) в классе непрерывных функций, интегрируемых на ин-

тервале, то 𝜎(𝑥) тоже должно быть в этом же классе. В силу свойств функций 𝐺(𝑥, 𝜉)
и 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂) заключаем, что функция 𝐾2(𝑥, 𝜉) в промежутке 0 ≤ 𝑥 < 𝜉, 𝜉 < 𝑥 ≤ 𝑙
непрерывна и непрерывно дифференцируема по 𝑥, а 𝜎(𝑥) непрерывно дифференцируема
в 0 < 𝑥 < 𝑙.
Разрешимость интегрального уравнения Фредгольма второго рода (2.19) в классе непре-

рывных функций, интегрируемых на интервале, следует из единственности решения за-
дачи Т.
Из (2.19), принимая во внимание условия, наложенные на коэффициенты уравнения

(2.15), вышеприведенные свойства функции Грина, а также равенство

𝑑2𝐺(𝑥, 𝜉)

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥

[︀
𝑎1(𝑥, 0)𝐺(𝑥, 𝜉)

]︀
− [𝑐1(𝑥, 0) + 𝑑1(𝑥, 0)]𝐺(𝑥, 𝜉),
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верное при 𝑥 ̸= 𝜉, имеем:

𝜈 ′(𝑥) = 𝜎′(𝑥) + 𝜈(𝑥) −
𝑙∫︁

0

(︁ 𝑑

𝑑𝑥

[︀
𝑎1(𝑥, 0)𝐺(𝑥, 𝑡)

]︀
− [𝑐1(𝑥, 0) + 𝑑1(𝑥, 0)]𝐺(𝑥, 𝑡)

)︁
𝜈(𝑡)𝑑𝑡−

−
𝑙∫︁

0

Γ1(𝑥, 𝑥)𝐺𝑥(𝑥, 𝑡)𝜈(𝑡)𝑑𝑡−
𝑙∫︁

0

𝑥∫︁
0

Γ1𝑥(𝑥, 𝜉)𝐺𝑥(𝜉, 𝑡)𝜈(𝑡)𝑑𝜉𝑑𝑡,

откуда нетрудно заключить, что 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶1(𝐽).
После нахождения 𝜈(𝑥) функция 𝜏(𝑥) находится из (2.14) или (2.17), причем функция

𝜏(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽) ∩ 𝐶2(𝐽). Далее решение задачи Т в области Ω сводится к решению задачи
Коши для уравнения (1.1) в Ω2, т.е. задается формулой (2.11), а в Ω1, учитывая, что
𝑎1(𝑥, 𝑦), 𝑐1(𝑥, 𝑦), 𝑑1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) непрерывны и удовлетворяют по 𝑥 условию Гельдера, к
решению первой краевой задачи для уравнения (1.1) в Ω1 [27]. Теорема 2.1 доказана.

Замечание 2.3. Заметим, что условие (2.2) теоремы 2.1 при |𝑎2| = |𝑏2| ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 не имеет
места, если 𝑐2 ̸= 0, так же, как и в [3], поэтому этот случай должен быть рассмотрен
отдельно.
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