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НИЖНЯЯ ОЦЕНКА КОНСТАНТЫ ХАРДИ

ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ В R𝑛

И.К. ШАФИГУЛЛИН

Аннотация. Рассмотрена гипотеза Е.Б. Дэвиса о равномерной нижней оценке кон-
станты Харди. Приведены известные на данный момент контрпримеры, которые опро-
вергают данную гипотезу в размерностях выше или равных 4. В работе получены
отличные от нуля нижние оценки константы Харди. Данные оценки являются точны-
ми по порядку, при 𝑛 → ∞, где 𝑛 – размерность пространства. Более того, оценки не
зависят от свойств рассматриваемой области и справедливы для любых областей, не
совпадающих со всем пространством. В доказательстве основной теоремы использует-
ся сведение многомерного случая к одномерному путем подбора специальных классов
функций. В результате рассматриваемые неравенства сводятся к хорошо известному
неравенству Пуанкаре.
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1. Введение

Пусть область Ω ⊂ R𝑛, Ω ̸= R𝑛. Через 𝛿(𝑥) обозначим расстояние до границы области,
а именно:

𝛿(𝑥) = inf
𝑦∈𝜕Ω

|𝑥− 𝑦|.

С учетом введенных определений рассмотрим неравенство типа Харди∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|2

𝛿2(𝑥)
𝑑𝑥 ≤ 𝑐𝑛(Ω)

∫︁
Ω

|∇𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 ∀𝑓 ∈ 𝐶1
0(Ω), (1.1)

где 𝐶1
0(Ω) — множество непрерывно дифференцируемых функций с компактным носи-

телем на Ω, а 𝑐𝑛(Ω) — наименьшая из постоянных, возможных в этом неравенстве для
заданной области Ω ̸= R𝑛.
Через 𝑐𝑛 обозначим наибольшую величину, которая ограничивает снизу константу Хар-

ди в приведенном выше неравенстве, а именно:

𝑐𝑛 = inf
Ω⊂R𝑛,Ω̸=R𝑛

𝑐𝑛(Ω) = inf
Ω⊂R𝑛,Ω̸=R𝑛

sup
𝑓∈𝐶1

0 (Ω),𝑓 ̸≡0

∫︀
Ω

|𝑓(𝑥)|2
𝛿2(𝑥)

𝑑𝑥∫︀
Ω

|∇𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
.
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Очевидно, что 𝑐𝑛 ≥ 0. Оценкой данной величины занимались многие математики. Наи-
более полно изучены одномерные неравенства типа Харди. Так, например, хорошо извест-
но, что при 𝑛 = 1 из классических результатов Харди следует, что

𝑐1 = 4.

Более того, им было показано, что константа является недостижимой, то есть не существу-
ет экстремальной функции 𝑓 ̸≡ 0, для которой интегральное неравенство превращалось
бы в равенство с константой 𝑐1 = 4.
Следует отметить, что исследование одномерных неравенств типа Харди охватывает

гораздо больше вопросов, нежели оценка величины 𝑐1. Серьезный вклад в развитие те-
матики внесли работы В.Г. Мазьи [1], Дж. Таленти [2], Дж. Томаселли [3], А. Куфнера и
Л.Э. Персона [4], Ю.А. Дубинский [5], Д.В. Прохоров и В.Д. Степанов [6], Ф.Г. Авхадиева
и К.-Й.Вирс [7] и многих других математиков. Результаты получены как для различных
весовых функций, так и для неравенств с большим количеством слагаемых. Большое вни-
мание в исследованиях уделено точности констант.
Исследование одномерных неравенств типа Харди продолжается до сих пор. Однако,

при этом в последние 30 лет существенно больше внимания стало уделяться их многомер-
ным аналогам. Теория многомерных неравенств типа Харди содержит большое количе-
ство нерешенных вопросов. Так, вопрос с оценкой величины 𝑐𝑛 для неравенств в 𝑛-мерном
пространстве при 𝑛 ≥ 2 не решен до сих пор. На сегодняшний день исследователям не уда-
лось получить равномерных оценок этой константы для произвольных областей. Однако
исследованы широкие классы областей, для которых получены нижние оценки константы
Харди. Так, например, показано, что для любой выпуклой области также выполняется
равенство:

𝑐𝑛(Ω) = 4.

Этот факт был доказан несколькими математиками с использованием различных техниче-
ских приемов. Одно из наиболее простых доказательств приведено в статье [8], см. также
[9]–[12].
Кроме того, 𝑐𝑛(Ω) > 0 для любой ограниченной области с локально липшицевой грани-

цей [см., например, [13]]. Однако остается неясной положительность величины infΩ 𝑐𝑛(Ω),
даже если инфимум берется в классе областей с локально липшицевыми границами.
Е.Б. Дэвис, при исследовании нижних оценок констант Харди, применял иной подход,

а именно: он показал, что константа Харди имеет локально-геометрическую природу и,
при оценке константы снизу, необязательно знать структуру всей области, а достаточно
знать локальное строение границы вблизи одной граничной точки [9]. Таким образом, был
получен результат, что если граница области Ω ⊂ R𝑛 обладает хотя бы одной регулярной
по Дэвису граничной точкой, то выполняется неравенство:

𝑐𝑛(Ω) ≥ 4.

С определением регулярной по Дэвису точки можно ознакомиться в его работе [9].
В результате он получил, что для достаточно широкого класса областей, объемлющего
известные результаты, искомая величина не может быть менее 4. В 1997 г. он выдвинул
гипотезу, что константа 𝑐𝑛(Ω) должна быть больше или равна 4 для любой области без
каких-либо ограничений на нее, так же, как и в случае 𝑛 = 1. При 𝑛 = 2 и 𝑛 = 3 до сих
пор не известен ни один контрпример, опровергающий эту гипотезу. Однако при 𝑛 ≥ 4
пример существует [см., например, [7], [8]]. Известно неравенство:∫︁

R𝑛

|𝑓(𝑥)|2

|𝑥|2
𝑑𝑥 ≤ 4

(𝑛− 2)2

∫︁
R𝑛

|∇𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥, ∀𝑓 ∈ 𝐶1
0(R𝑛).
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С учетом того, что для Ω = R𝑛∖{0} расстояние до границы области будет выражаться в
виде dist(𝑥, 𝜕Ω) = 𝛿(𝑥) = |𝑥|, мы можем переписать это неравенство в следующем виде∫︁

Ω

|𝑓(𝑥)|2

𝛿2(𝑥)
𝑑𝑥 ≤ 4

(𝑛− 2)2

∫︁
Ω

|∇𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥, ∀𝑓 ∈ 𝐶1
0(Ω).

А это значит, что при 𝑛 ≥ 4 будет выполняться неравенство:

𝑐𝑛 ≤ 4

(𝑛− 2)2
< 4.

Таким образом, гипотеза Е.Б. Дэвиса оказывается неверной для 𝑛 ≥ 4.
В данной работе рассматриваются нижние оценки констант Харди. С нашими резуль-

татами для верхних оценок можно ознакомиться в работах [14], [15], [16].
Столь пристальное и продолжительное внимание математиков к неравенствам типа

Харди объясняется тем, что данные неравенства находят широкое применение в различ-
ных областях математики. Например, они играют важную роль при исследовании за-
дач, возникающих в функциональном анализе (теория вложения функциональных про-
странств), теории операторов (теория эллиптических операторов, спектральная теория
операторов), теории дифференциальных уравнений (проблема существования резонанс-
ных состояний), теории интегральных уравнений (неравенства типа Соболева–Харди),
математической физике и нелинейном анализе.

2. Постановка задачи и основные результаты

С учетом введенных определений сформулируем теорему, дающую оценку снизу для
константы Харди произвольной области, не совпадающей со всем пространством.

Теорема 2.1. Константа 𝑐𝑛 удовлетворяет неравенству:

𝑐𝑛 = inf
Ω⊂R𝑛,Ω̸=R𝑛

sup
𝑓∈𝐶1

0 (Ω),𝑓 ̸≡0

∫︀
Ω

|𝑓(𝑥)|2
𝛿2(𝑥)

𝑑𝑥∫︀
Ω

|∇𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥
≥ 2𝜋2

5(8 + 𝑛(𝑛 + 1)𝜋2)
.

Доказательство. Рассмотрим произвольную область Ω. Пусть 𝐵(𝑥, 𝑟) — открытый шар
радиуса 𝑟 с центром в точке 𝑥. Граница области Ω обладает хотя бы одной конечной
граничной точкой, а это значит, что мы можем рассмотреть некоторый шар, лежащий
внутри области Ω, граница которого будет содержать как минимум одну точку из границы
Ω. Более строго это можно записать так:

∃𝑥0 ∈ Ω, 𝑟0 > 0 | 𝐵(𝑥0, 𝑟0) ⊂ Ω и 𝜕𝐵(𝑥0, 𝑟0)
⋂︁

𝜕Ω ̸= ∅.

Произвольным образом выберем одну из граничных точек, лежащих на пересечении гра-
ниц шара 𝐵(𝑥0, 𝑟0) и области Ω. Для определенности обозначим ее через 𝑎, т.е.

𝑎 ∈ 𝜕𝐵(𝑥0, 𝑟0)
⋂︁

𝜕Ω.
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Можно показать, что константа в неравенствах типа Харди является инвариантом кон-
формных линейных преобразований, а значит, мы можем без ограничения общности взять

𝑥0 = 0, 𝑟0 = 1, 𝑎 = (1, 0, . . . , 0) ∈ R𝑛.

Перейдем к сферической системе координат:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 𝑟 cos(𝜙𝑛−1),

𝑥2 = 𝑟 sin(𝜙𝑛−1) cos(𝜙𝑛−2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑥𝑛−1 = 𝑟 sin(𝜙𝑛−1) sin(𝜙𝑛−2) . . . sin(𝜙2) cos(𝜙1),

𝑥𝑛 = 𝑟 sin(𝜙𝑛−1) sin(𝜙𝑛−2) . . . sin(𝜙2) sin(𝜙1),

где
𝑟 ∈ R, 𝑟 ≥ 0;𝜙1 ∈ [0, 2𝜋), 𝜙𝑘 ∈ [0, 𝜋], 𝑘 = 2, 𝑛− 1.

Якобиан такого преобразования координат равен

𝑟𝑛−1 sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) sin𝑛−3(𝜙𝑛−2) . . . sin𝜙2.

Введенный нами шар 𝐵(0, 1) в сферических координатах будет задаваться следующим
образом:

𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑟 ∈ [0, 1), 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋), 𝜙𝑘 ∈ [0, 𝜋], 𝑘 = 2, 𝑛− 1.

Координаты нашей точки 𝑎 во вновь введенной системе координат будут

𝑟 = 1, 𝜙𝑛−1 = 0, 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋), 𝜙𝑘 ∈ [0, 𝜋], 𝑘 = 2, 𝑛− 2.

Нам необходимо оценить константу Харди снизу, а это значит, что нам достаточно до-
казать это утверждение на более узком классе функций, нежели рассматриваемый изна-
чально класс 𝐶1

0(Ω). Для этого введем в рассмотрение область

𝐴𝛼,𝜌 = {𝑥 ∈ Ω|𝑟 ∈ (𝜌, 1), 𝜙𝑛−1 ∈ (0, 𝛼), 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋), 𝜙𝑘 ∈ [0, 𝜋], 𝑘 = 2, 𝑛− 2},
где 𝜌 ∈ (0, 1), 𝛼 ∈ (0, 𝜋

2
). Очевидно, что 𝐴𝛼,𝜌 ⊂ 𝐵 ⊂ Ω.

Для дальнейшего исследования нам будет важно понимать, как выглядит граница об-
ласти 𝐴𝛼,𝜌, запишем ее в явном виде:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑟 = 𝜌, 𝜙𝑛−1 ∈ [0, 𝛼), 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋), 𝜙𝑖 ∈ [0, 𝜋), 𝑖 = 2, 𝑛− 2,

𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑟 = 1, 𝜙𝑛−1 ∈ [0, 𝛼), 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋), 𝜙𝑖 ∈ [0, 𝜋), 𝑖 = 2, 𝑛− 2,

𝑥 ∈ R𝑛 | 𝜙𝑛−1 = 𝛼, 𝑟 ∈ (𝜌, 1), 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋), 𝜙𝑖 ∈ [0, 𝜋), 𝑖 = 2, 𝑛− 2.

Выделим области 𝐴𝛼 следующим образом — среди всех областей 𝐴𝛼,𝜌 рассмотрим только
те, которые удовлетворяют условиям 1−𝜌 = 2𝛼 и 𝛼 < 𝜋

10
. Можно показать, что для любой

точки из 𝐴𝛼 ⊂ Ω будут выполняться следующие неравенства:

𝛿(𝑥) ≥ 1 − 𝑟, 𝛿2(𝑥) ≤ (1 − 𝑟)2 + 𝛼2, ∀𝑥 ∈ 𝐴𝛼,

где 𝑟 — радиус-вектор рассматриваемой точки; а 𝛿(𝑥) — расстояние до границы области Ω.
Теперь рассмотрим функции 𝑓 ∈ 𝐶1

0(Ω), которые обладают компактным носителем,
содержащимся в 𝐴𝛼, и, при этом, задаются в виде произведения двух функций одной
переменной:

𝑓0(𝑟, 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛−1) = 𝑢(𝑟)𝑣(𝜙𝑛−1).

Для простоты понимания обозначим функции такого вида через 𝑓0 и запишем исходное
неравенство для таких функций∫︁

Ω

|𝑓0(𝑥)|2

𝛿2(𝑥)
𝑑𝑥 ≤ 𝑐𝑛(Ω)

∫︁
Ω

|∇𝑓0|2 𝑑𝑥 ∀𝑓0 ∈ 𝐶1
0(𝐴𝛼).
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Теперь перейдем к сферическим координатам и используем то, что носитель нашей
функции полностью содержится в 𝐴𝛼∫︁

𝐴𝛼

|𝑓0|2

𝛿2
𝑟𝑛−1 sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) sin𝑛−3(𝜙𝑛−2) . . . sin𝜙2 𝑑𝑟 𝑑𝜙1 . . . 𝑑𝜙𝑛−1 ≤

≤ 𝑐𝑛(Ω)

∫︁
𝐴𝛼

|∇𝑓0|2𝑟𝑛−1 sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) sin𝑛−3(𝜙𝑛−2) . . . sin𝜙2 𝑑𝑟 𝑑𝜙1 . . . 𝑑𝜙𝑛−1

∀𝑓0 ∈ 𝐶1
0(𝐴𝛼).

Для удобства дальнейших вычислений, перенесем константу 𝑐𝑛(Ω) в левую часть. Ввиду
того, что наша функция 𝑓0 задается произведением двух функций одной переменной, мы
можем вычислить модуль градиента 𝑓0 согласно следующей формуле:

|∇𝑓0|2 =

(︂
𝜕𝑓0
𝜕𝑟

)︂2

+
1

𝑟2

(︂
𝜕𝑓0

𝜕𝜙𝑛−1

)︂2

.

Применим это соотношение к последнему неравенству.

1

𝑐𝑛(Ω)

𝛼∫︁
0

𝑣2(𝜙𝑛−1) sin𝑛−2(𝜙𝑛−1)

1∫︁
𝜌

𝑢2(𝑟)𝑟𝑛−1

(1 − 𝑟)2 + 𝛼2
𝑑𝑟 𝑄 ≤

≤
𝛼∫︁

0

𝑣2(𝜙𝑛−1) sin𝑛−2(𝜙𝑛−1)

1∫︁
𝜌

𝑢′2(𝑟)𝑟𝑛−1 𝑑𝑟 𝑄+

+

𝛼∫︁
0

𝑣′2(𝜙𝑛−1) sin𝑛−2(𝜙𝑛−1)

1∫︁
𝜌

𝑢2(𝑟)𝑟𝑛−3 𝑑𝑟 𝑄,

где

𝑄 =

𝜋∫︁
0

sin𝑛−3(𝜙𝑛−2) 𝑑𝜙𝑛−2 . . .

𝜋∫︁
0

sin(𝜙2) 𝑑𝜙2

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙1.

Величина 𝑄 — некоторое положительное число. Поделим на нее обе части неравенства.
Нам необходимо оценить интеграл от 𝑣′2(𝜙) через интеграл от 𝑣2(𝜙), тогда мы сможем
сократить на этот интеграл и свести все к хорошо изученному случаю интегрального
неравенства для функций одной переменной. Эту оценку проведем в 2 этапа.
Первый этап, рассмотрим функцию 𝑣0(𝜙𝑛−1) = 𝛼 − 𝜙𝑛−1. Теперь оценим соотношение,

которое в дальнейшем поможет нам осуществить требуемые оценки:

𝐿(𝛼) =

𝛼∫︀
0

𝑣′20 (𝜙𝑛−1) sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) 𝑑𝜙𝑛−1

𝛼∫︀
0

𝑣20(𝜙𝑛−1) sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) 𝑑𝜙𝑛−1

.

Отдельно рассмотрим числитель и знаменатель этой дроби. Воспользуемся известной
оценкой для функции sin𝑥

sin𝛼

𝛼
𝑥 ≤ sin𝑥 ≤ 𝑥 ∀𝑥 ∈ [0, 𝛼].
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Теперь мы можем рассмотреть числитель искомого соотношения и оценить его сверху:

𝛼∫︁
0

𝑣′20 (𝜙𝑛−1) sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) 𝑑𝜙𝑛−1 =

𝛼∫︁
0

sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) 𝑑𝜙𝑛−1 ≤

≤
𝛼∫︁

0

𝜙𝑛−2
𝑛−1 𝑑𝜙𝑛−1 =

𝛼𝑛−1

𝑛− 1
.

Знаменатель нашей дроби оценим снизу:

𝛼∫︁
0

𝑣20(𝜙𝑛−1) sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) 𝑑𝜙𝑛−1 =

𝛼∫︁
0

(𝛼− 𝜙𝑛−1)
2 sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) 𝑑𝜙𝑛−1 ≥

≥ sin𝑛−2(𝛼)

𝛼𝑛−2

𝛼∫︁
0

𝜙𝑛−2
𝑛−1(𝛼− 𝜙𝑛−1)

2 𝑑𝜙𝑛−1 =

=

(︂
sin𝛼

𝛼

)︂𝑛−2
𝛼∫︁

0

𝛼2𝜙𝑛−2
𝑛−1 − 2𝛼𝜙𝑛−1

𝑛−1 + 𝜙𝑛
𝑛−1 𝑑𝜙𝑛−1 =

(︂
sin𝛼

𝛼

)︂𝑛−2
2𝛼𝑛+1

𝑛(𝑛 + 1)(𝑛− 1)
.

Таким образом, мы можем оценить нашу функцию 𝐿(𝛼) следующим образом

𝐿(𝛼) ≤ (𝑛 + 1)𝑛

2𝛼2

(︁ 𝛼

sin𝛼

)︁𝑛−2

=
(𝑛 + 1)𝑛

2𝛼2
𝐾(𝛼),

где lim
𝛼→0

𝐾(𝛼) = 1.

Теперь перейдем ко второму этапу. С учетом вида функции 𝑣0(𝜙𝑛−1) можно сделать
вывод, что мы можем приблизить ее по норме 𝐿2(𝑠𝑖𝑛

𝑛−2(𝜙𝑛−1)) функциями вида 𝑣1(𝜙𝑛−1),
которые бы обращалась в ноль в некоторой окрестности точки 𝑎, а также производные
которых в точке 0 были бы равны 0. Для таких функций будет справедливо неравенство.

𝛼∫︁
0

𝑣′
2
1 sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) 𝑑𝜙𝑛−1 ≤

(︂
𝑛(𝑛 + 1)

2𝛼2
𝐾(𝛼) + 𝜀

)︂ 𝛼∫︁
0

𝑣21 sin𝑛−2(𝜙𝑛−1) 𝑑𝜙𝑛−1. (2.1)

Теперь вернемся к основной идее доказательства и еще более сузим рассматриваемый
класс функций и вместо 𝑓0 будем рассматривать функции

𝑓1(𝑟, 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛−1) = 𝑢(𝑟)𝑣1(𝜙𝑛−1).

Тогда исходное неравенство для функций вида 𝑓1 сведется к следующему одномерному
неравенству:

1

𝑐𝑛(Ω)

1∫︁
𝜌

𝑢2(𝑟)𝑟𝑛−1

(1 − 𝑟)2 + 𝛼2
𝑑𝑟 ≤

1∫︁
𝜌

𝑢′2(𝑟)𝑟𝑛−1 𝑑𝑟+

+

(︂
𝑛(𝑛 + 1)

2𝛼2
𝐾(𝛼) + 𝜀

)︂ 1∫︁
𝜌

𝑢2(𝑟)𝑟𝑛−3 𝑑𝑟 ∀𝑢 ∈ 𝐶1
0(𝜌, 1).
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Воспользуемся тем, что переменная 𝑟 меняется в пределах [𝜌, 1] и проведем замену
переменных 1 − 𝑟 = 𝛼(1 − 𝑡). В результате получим:

𝜌𝑛−1

𝛼2𝑐𝑛(Ω)

1∫︁
−1

𝑧2(𝑡)

(1 − 𝑡)2 + 1
𝑑𝑡 ≤ 1

𝛼2

1∫︁
−1

𝑧′2(𝑡) 𝑑𝑡+

+

(︂
𝑛(𝑛 + 1)

2𝛼2
𝐾(𝛼) + 𝜀

)︂ 1∫︁
−1

𝑧2(𝑡) 𝑑𝑡 ∀𝑧 ∈ 𝐶1
0(−1, 1).

Теперь устремим 𝛼 к нулю, при этом 𝜌 стремится к единице, и поэтому

1

𝑐𝑛(Ω)

1∫︁
−1

𝑧2(𝑡)

(1 − 𝑡)2 + 1
𝑑𝑡 ≤

1∫︁
−1

𝑧′2(𝑡) 𝑑𝑡 +
𝑛(𝑛 + 1)

2

1∫︁
−1

𝑧2(𝑡) 𝑑𝑡 ∀𝑧 ∈ 𝐶1
0(−1, 1).

Заметим, что в интеграле в левой части неравенства исчезла сингулярность. Оценим зна-
менатель в подынтегральной функции с учетом очевидного неравенства (1 − 𝑡)2 + 1 ≤ 5
при 𝑡 ∈ [−1, 1]. Будем иметь

(︂
1

5𝑐𝑛(Ω)
− 𝑛(𝑛 + 1)

2

)︂ 1∫︁
−1

𝑧2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤
1∫︁

−1

𝑧′2(𝑡) 𝑑𝑡 ∀𝑧 ∈ 𝐶1
0(−1, 1).

А это уже известное одномерное неравенство Пуанкаре, и константа снизу ограничена
через 4

𝜋2 . Что и дает искомую оценку

𝑐𝑛(Ω) ≥ 2𝜋2

5(8 + 𝑛(𝑛 + 1)𝜋2)
.

Таким образом, мы получили, что константа Харди равномерно ограничена снизу для
любой области, т.е.

𝑐𝑛 = inf
Ω⊂R𝑛,Ω̸=R𝑛

𝑐𝑛(Ω) ≥ 2𝜋2

5(8 + 𝑛(𝑛 + 1)𝜋2)
.

Теорема доказана полностью.

В завершении статьи хочется выразить благодарность своему научному руководителю,
профессору Фариту Габидиновичу Авхадиеву за внимание к работе и ценные замечания.
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