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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé ìîäóëü öåëûõ ôóíêöèé
P(a; b) � èçîìîðôíûé îáðàç ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå-Ëàïëàñà ïðîñòðàíñòâà Øâàð-
öà ðàñïðåäåëåíèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè â êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå
(a; b) ⊂ R. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü â P(a; b) ëèáî
ïîðîæäåí äâóìÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè, ëèáî ðàâåí çàìûêàíèþ ñóììû äâóõ ïîäìîäóëåé
ñïåöèàëüíîãî âèäà. Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ äâîéñòâåííûå ðåçóëüòàòû îá èíâàðèàíòíûõ îò-
íîñèòåëüíî îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïðîñòðàíñòâà C∞(a; b).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåëûå ôóíêöèè, ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå-Ëàïëàñà, êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäìîäóëè, ëîêàëüíîå îïèñàíèå ïîäìîäóëåé,
èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.

Mathematics Subject Classi�cation: 30D15, 30H99, 42A38, 47E05

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü [a1; b1] b [a2; b2] b . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ, èñ÷åðïûâàþùàÿ êîíå÷-
íûé èëè áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë (a; b) âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, Pk � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ϕ, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖ϕ‖k = sup
z∈C

|ϕ(z)|
(1 + |z|)k exp(bky+ − aky−)

, y± = max{0,±y}, z = x+ iy. (1.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(a; b) èíäóêòèâíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Pk}. Êàæäîå èç âëî-
æåíèé Pk ⊂ Pk+1 âïîëíå íåïðåðûâíî, ñëåäîâàòåëüíî, P(a; b) åñòü ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïðî-
ñòðàíñòâî òèïà (LN∗) (ñì. [1]). Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2, �16.1]), ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò ϕ
ïðîñòðàíñòâà P(a; b) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ïðè ïîðÿäêå 1,
èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà êîòîðîé åñòü îòðåçîê ìíèìîé îñè i[cϕ; dϕ] ⊂ i(a; b).
×åðåç P0(a; b) áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà P(a; b), ñîñòî-

ÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé ϕ, êîòîðûå áûñòðî óáûâàþò íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé:

|ϕ(x)| = o(|x|n), n ∈ N.
Â ïðîñòðàíñòâå P(a; b) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ z íåïðåðûâíà,

ïîýòîìó P(a; b) � òîïîëîãè÷åñêèé ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ C[z]. Äëÿ êðàòêîñòè
âñþäó íèæå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîì ¾ïîäìîäóëü¿,
èìåÿ â âèäó çàìêíóòûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ P(a; b), òî åñòü çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà z.

N.F. Abuzyarova, On 2-generateness of weakly localizable submodules in the module of

entire functions of exponential type and polynomial growth on the real axis.
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Îáîçíà÷èì Jϕ1,...,ϕm ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé ôóíêöèÿìè ϕ1, . . . , ϕm ∈ P(a; b) (èíà÷å,
m-ïîðîæäåííûé):

Jϕ1,...,ϕm = {p1ϕ1 + · · ·+ pmϕm, p1, . . . , pm ∈ C[z]}, (1.2)

Ôóíêöèè ϕ1, . . . , ϕm íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè ïîäìîäóëÿ Jϕ1,...,ϕm . Ïîäìîäóëü ñ îäíîé
îáðàçóþùåé íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì.
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ñâîéñòâà ïîäìîäóëåé è èñ-

ïîëüçóþùèõñÿ â âîïðîñàõ ëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ (ñì. [3] � [6]).
Äëÿ ïîäìîäóëÿ J ⊂ P(a; b) ïîëîæèì cJ = inf

ϕ∈J
cϕ, dJ = sup

ϕ∈J
dϕ. Ìíîæåñòâî [cJ ; dJ ]

íàçûâàåòñÿ èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì ïîäìîäóëÿ J .
Äèâèçîð ôóíêöèè ϕ ∈ P(a; b) äëÿ âñåõ λ ∈ C îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

nϕ(λ) =

{
0, åñëè ϕ(λ) 6= 0,

m, åñëè λ � íóëü ϕ êðàòíîñòè m,

à äèâèçîð ïîäìîäóëÿ J ⊂ P(a; b) � ôîðìóëîé nJ (λ) = min
ϕ∈J

nϕ(λ). Äàëåå, îïðåäåëÿåì íóëå-

âîå ìíîæåñòâî Λϕ ôóíêöèè ϕ:

Λϕ = {(λk;mk) : nϕ(λk) = mk > 0},

è íóëåâîå ìíîæåñòâî ΛJ ïîäìîäóëÿ J :

ΛJ = {(λk;mk) : nJ (λk) = mk > 0}.

Ïîäìîäóëü J ñëàáî ëîêàëèçóåì, åñëè îí ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè ϕ ∈ P(a; b), óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì: 1) nϕ(z) ≥ nJ (z), z ∈ C; 2) èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà ôóíêöèè ϕ
ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå i[cJ ; dJ ]. Â ñëó÷àå, åñëè cJ = a è dJ = b, ñëàáàÿ ëîêàëèçóåìîñòü
J îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò ïîäìîäóëü ëîêàëèçóåìûé (îáèëüíûé).
Ïóñòü ϕ ∈ P(a; b), c, d ∈ R è

a ≤ c ≤ cϕ ≤ dϕ ≤ d ≤ b.

Îáîçíà÷èì J (ϕ, 〈c; d〉) ïîäìîäóëü â P(a; b), ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôóíêöèé ψ ∈ P(a; b) ñ
ìíîæåñòâîì íóëåé Λψ ⊃ Λϕ è èíäèêàòîðíîé äèàãðàììîé i[cψ; dψ] ⊂ i〈c; d〉 (çäåñü è âñþäó
â äàëüíåéøåì ñèìâîë ¾〈¿ îáîçíà÷àåò ñêîáêó ¾[¿ èëè ¾(¿, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå èç
ñîîòíîøåíèé a = c èëè a < c èìååò ìåñòî, òàê æå ñëåäóåò ïîíèìàòü ñêîáêó ¾〉¿). ßñíî, ÷òî
ïîäìîäóëü J (ϕ, 〈c; d〉) ñëàáî ëîêàëèçóåì. Äëÿ ïîäìîäóëÿ J (ϕ, [cϕ; dϕ]) áóäåì èñïîëüçîâàòü
áîëåå êîðîòêîå îáîçíà÷åíèå J (ϕ).
Ïîäìîäóëü J íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â òî÷êå λ ∈ C, åñëè âûïîëíåíèå óñëîâèé ϕ ∈ J

è nϕ(λ) > nJ (λ) âëå÷åò âêëþ÷åíèå ϕ
z−λ ∈ J . Ïîäìîäóëü J óñòîé÷èâ, åñëè îí óñòîé÷èâ

â ëþáîé òî÷êå λ ∈ C.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïîäìîäóëÿ J ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì åãî

ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè. Îäíàêî, íå âñÿêèé óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü â P(a; b) ñëàáî ëî-
êàëèçóåì. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7, § 4] ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ãëàâíûé
ïîäìîäóëü â P(a; b) óñòîé÷èâ. Ýòî òàêæå ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóÿ
îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè è îïèñàíèå òîïîëîãèè â P(a; b). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåð, ïî-
ñòðîåííûé â ðàáîòå [8], à òàêæå òåîðåìà 3 ðàáîòû [9], ïîêàçûâàþò, ÷òî â ìîäóëå P(a; b) íå
âñå ãëàâíûå ïîäìîäóëè ñëàáî ëîêàëèçóåìû. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âñÿêèé
óñòîé÷èâûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü â P(a; b) ñëàáî ëîêàëèçóåì, íå âåðíî.
Â äàííîé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî: êàæäûé ñëàáî

ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü J ⊂ P(a; b) ëèáî ïîðîæäåí äâóìÿ (áûòü ìîæåò, ñîâïàäàþùè-
ìè) ñâîèìè ýëåìåíòàìè, ëèáî ðàâåí çàìûêàíèþ ñóììû äâóõ (áûòü ìîæåò, ñîâïàäàþùèõ)
ïîäìîäóëåé âèäà J (ϕ, 〈c; d〉). Â [3, òåîðåìû 4 è 5] íàìè áûëè àíîíñèðîâàíû ìåíåå îáùèå
óòâåðæäåíèÿ.
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Âîïðîñ î 2-ïîðîæäåííîñòè â øèðîêîì ñìûñëå ðàíåå èññëåäîâàëñÿ äëÿ ëîêàëèçóåìûõ
(îáèëüíûõ) ïîäìîäóëåé â ìîäóëå öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìîì îãðà-
íè÷åíèÿìè íà èíäèêàòîð [10], [11], äëÿ ëîêàëèçóåìûõ (îáèëüíûõ) ïîäìîäóëåé â àáñòðàêò-
íûõ âåñîâûõ ìîäóëÿõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé [12], äëÿ ïîäìîäóëåé ñ êîíå÷íûì íóëåâûì
ìíîæåñòâîì â ìîäóëå P(a; b) [4]. Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [12] � ýòî òåîðåìà î òîì,
÷òî ëîêàëèçóåìûå (îáèëüíûå) ïîäìîäóëè ìîäóëÿ P(a; b) ïîðîæäàþòñÿ äâóìÿ ïîäìîäó-
ëÿìè âèäà J (ϕ, (a; b)). Îòìåòèì, ÷òî èç àáñòðàêòíîé ÷àñòè ñòàòüè [12] ìîæíî âûâåñòè
ï. 1) òåîðåìû 1 íàñòîÿùåé ðàáîòû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà cJ = a èëè (è) dJ = b.
Äðóãèå óòâåðæäåíèÿ î 2-ïîðîæäåííîñòè ñëàáî ëîêàëèçóåìûõ ïîäìîäóëåé â P(a; b), äîêà-
çûâàåìûå çäåñü: ï. 2) òåîðåìû 1, òåîðåìà 3 è ï. 1) òåîðåìû 1 â îáùåé ôîðìóëèðîâêå � íå
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [12].
Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå âåäåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âòîðîé ïàðàãðàô ñîäåðæèò òåîðå-

ìû î 2-ïîðîæäåííîñòè â øèðîêîì ñìûñëå ïðîèçâîëüíîãî ñëàáî ëîêàëèçóåìîãî ïîäìîäóëÿ
J â P(a; b) (òåîðåìû 1 è 3), â òðåòüåì ïàðàãðàôå èç ýòèõ òåîðåì âûâîäÿòñÿ äâîéñòâåííûå
óòâåðæäåíèÿ î ñòðóêòóðå èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ çà-
ìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà C∞(a; b).

2. Ñòðóêòóðà ñëàáî ëîêàëèçóåìûõ ïîäìîäóëåé

Òåîðåìà 1. Ïóñòü J ⊂ P(a; b) � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü.
1) Åñëè J ñîäåðæèò ôóíêöèè èç P0(a; b), òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ1 ∈ J

⋂
P0(a; b)

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ôóíêöèé ϕ2 ∈ J
⋂
P0(a; b) ñî ñâîéñòâîì:

J = J (ϕ1, 〈cJ ; dJ 〉) + J (ϕ2, 〈cJ ; dJ 〉). (2.1)

2) Åñëè J
⋂
P0(a; b) = ∅, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ0 ∈ J òàêàÿ, ÷òî

J = Jϕ0 = {pϕ0, p ∈ C[z]}. (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïåðâîå èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå
ñõåìå, ÷òî è òåîðåìà 2 â ðàáîòå [4], ãäå áûëè ðàññìîòðåíû óñòîé÷èâûå ïîäìîäóëè ñ êîíå÷-
íûì ìíîæåñòâîì íóëåé.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0t ∈ ΛJ è ϕ1(0) = 1. Ïóñòü Λϕ1 = {λj},
|λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . , êàæäûé íóëü âûïèñàí ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü.
Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì äâà ÷èñëà a′, b′ ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

a ≤ a′ < cϕ1 ≤ dϕ1 < b′ ≤ b, a′ ≤ cJ , dJ ≤ b′,

ãäå cϕ1 = hϕ1(−π/2), dϕ1 = hϕ1(π/2), hϕ1 � èíäèêàòîð ôóíêöèè ϕ1. Òàêæå âûáåðåì è
çàôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ̃ = {γ̃k}, 0t ∈ Γ̃ ñòîëü áëèçêóþ ê Λϕ1 , ÷òî
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λϕ1 è Γ̃ âûïîëíåíî óñëîâèå

∞∑
j=1

|λj − γ̃j|
1 + |Imλj|+ |Im γ̃j|

< +∞. (2.3)

Ïîëîæèì

C̃ =
∞∑
j=1

|λj − γ̃j|
1 + |Imλj|

, Ãm = e2C̃‖s(m+1)
1 ‖L1(a′;b′),

ãäå s1 ∈ C∞0 (a′; b′) � ïðîîáðàç ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå-Ëàïëàñà F ôóíêöèè ϕ1. Ñõî-
äèìîñòü ðÿäà â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû C̃ ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (2.3) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 5.1.2 â [13]).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ = {γk}, 0t ∈ Γ, äëÿ êîòîðîé

|γk − λk| ≤ |γ̃k − λk|, k = 1, 2, . . . (2.4)
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Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3 è çàìå÷àíèþ 1 èç ðàáîòû [4] ôóíêöèÿ ϕ2, îïðåäåëåííàÿ ïî ôóíê-
öèè ϕ1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Γ ðàâåíñòâîì

ϕ2(z) = e−icz lim
R→∞

∏
|γk|<R

(
1− z

γk

)
, ãäå c =

cϕ1 + dϕ1

2
, (2.5)

åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà íåêîòîðîé ôóíêöèè s2 ∈ C∞0 (a′; b′) ⊂ C∞0 (a; b), ïðè÷åì
ch supp s2 = [cϕ1 ; dϕ1 ] è

|s(m)
2 (t)| ≤ Ãm, t ∈ (a; b), m = 0, 1, . . . (2.6)

Çäåñü ch supp s2 � çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè íîñèòåëÿ ôóíêöèè s2.
Ïóñòü {rk}∞k=0 � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, áîëüøèõ 2, òà-

êàÿ, ÷òî
|ϕ1(x)| ≤ |x|−k, x ∈ R, |x| ≥ rk. (2.7)

Ïîëîæèì
Rk = max{rk, Ãk+1(b′ − a′)}, k = 0, 1, 2, . . . (2.8)

Äëÿ ôóíêöèè ϕ2, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ ϕ2 = F(s2), s2 ∈ C∞0 (a′; b′), è îöåíîê (2.6), èìååì

|ϕ2(x)| ≤ Ãk+1(b′ − a′)
|x|k+1

≤ 1

|x|k
, |x| ≥ Rk, k = 0, 1, . . . (2.9)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ ôóíêöèé ϕ2, îïðåäåëåííûõ ôîðìó-
ëîé (2.5) ïî ôóíêöèè ϕ1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Γ, åñëè òîëüêî Γ óäîâëåòâîðÿåò (2.4).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è Γ èìåþò îäèíàêîâóþ ïëîòíîñòü, îáîçíà÷èì åå ∆0. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ ÷èñåë ∆ > ∆0, δ > 0 ïîëîæèì R∗j = µ(δ/∆) max{|λj|, |γj|}, ãäå
ôóíêöèÿ µ(χ) � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè

χ(µ) =
1

µ
ln (1 + µ) + ln

(
1 +

1

µ

)
. (2.10)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, ñïðàâåäëèâûì äëÿ ôóíêöèé
ϕ1, ϕ2 ∈ F(C∞0 (a; b)), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

ϕ1(0) = ϕ2(0) = 1, hϕ1(θ) = hϕ2(θ), θ ∈ [0; 2π).

Òåîðåìà A [4, òåîðåìà 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë ∆ > ∆0, δ > 0
è âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Rk ≥ 2, k = 1, 2, . . . , òàêîé, ÷òî

|ϕ(x)| ≤ 1

|x|k
, |ψ(x)| ≤ 1

|x|k
, x ∈ R, |x| ≥ Rk, k = 1, 2, . . . ,

âåðíî ñîîòíîøåíèå

lim sup
k→∞

ln 1
Sk+1

max{Rk, R∗k}
> δ, (2.11)

ãäå

Sk =
∑
j≥k

∣∣∣∣ 1

λj
− 1

γj

∣∣∣∣ .
Òîãäà ïîäìîäóëü Jϕ1,ϕ2 , ïîðîæäåííûé ôóíêöèÿìè ϕ1 è ϕ2 â ìîäóëå P(a; b), óñòîé÷èâ.

Ôèêñèðóåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ, ïîä÷èíåííóþ, êðîìå (2.4), äîïîëíèòåëüíûì
òðåáîâàíèÿì: ïåðåñå÷åíèå Γ

⋂
Λ åñòü ΛJ è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ è Γ âûïîëíåíî ñî-

îòíîøåíèå (2.11). Òàê êàê J � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü, ôóíêöèÿ ϕ2, çàäàâàåìàÿ
ôîðìóëîé (2.5) ïî òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Γ, ñîäåðæèòñÿ â J . Ñîîòíîøåíèÿ (2.7), (2.9)
è (2.11) îçíà÷àþò, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû A ñ ÷èñëàìè Rk, îïðåäåëåííûìè ôîð-
ìóëîé (2.8). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, 2-ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü Jϕ1,ϕ2 óñòîé÷èâ
èëè, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî (ñì. [7, ïðåäëîæåíèå 4.9]), òîæäåñòâåííûé íóëü
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ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü â òîïîëîãèè P(a; b) ôóíêöèÿìè âèäà (pϕ1−qϕ2), ãäå p, q � ìíî-
ãî÷ëåíû è p(0) = q(0) = 1. Ýòîò ôàêò, â ñèëó [7, ïðåäëîæåíèå 4.8], ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïîäìîäóëÿ

J̃ := J (ϕ1, 〈cJ ; dJ 〉) + J (ϕ2, 〈cJ ; dJ 〉).

Óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü J̃ ñîäåðæèò ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü J (ϕ1). Òåîðåìà 1 èç
[3] óòâåðæäàåò, ÷òî òîãäà J̃ � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîäìîäóëè
J è J̃ èìåþò îäèíàêîâûå èíäèêàòîðíûå îòðåçêè è íóëåâûå ìíîæåñòâà, çàêëþ÷àåì, ÷òî
J = J̃ .

2) Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ïîäìîäóëü J íå ñîäåðæèò ôóíêöèé èç ïîäïðîñòðàíñòâà
P0(a; b), òî [cJ ; dJ ] ⊂ (a; b) è 2ρΛJ = dJ−cJ . Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
ψ ∈ J ìíîæåñòâî Λψ \ ΛJ êîíå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî, ïîëàãàÿ

ω(z) =
∞∏
j=1

(
1− z

µj

)
,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µj} ⊂ Λψ \ΛJ � ¾ðåäêàÿ¿, òî åñòü lim
j→∞
|µj+1|/|µj| = +∞, ïîëó÷èì,

÷òî ψ
ω
∈ J

⋂
P0(a; b).

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ R ôóíêöèÿ

ϕ0(z) = eicz lim
R→+∞

∏
λj∈ΛJ ,|λj |<R

(
1− z

λj

)
ñîäåðæèòñÿ â J è ïîðîæäàåò ýòîò ïîìîäóëü, òî÷íåå, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (2.2).

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà áóäåò äîêàçàí ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè èí-
äèêàòîðíûé îòðåçîê ñëàáî ëîêàëèçóåìîãî ïîäìîäóëÿ J åñòü ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî
èíòåðâàëà (a; b), òî ýòîò ïîäìîäóëü ëèáî ãëàâíûé, ëèáî 2-ïîðîæäåííûé â ñìûñëå (1.2).
Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ ∈ P(a; b) òàêîâà, ÷òî

J (Φ) = JΦ = {pΦ, p ∈ C[z]}. (2.12)

Òîãäà JΦ � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü è, ñîãëàñíî òåîðåìå 2 [9], Φt ∈ P0(a; b). Êàê
áóäåò âèäíî íèæå, â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, ôóíêöèÿ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè èìååòñÿ
â êàæäîì ñëàáî ëîêàëèçóåìîì ïîäìîäóëå.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µj} ⊂ ΛΦ \ {0}, äëÿ êîòîðîé

lim inf
j→∞

|µj+1|
|µj|

= α0 > 1. (2.13)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè

ω(z) =
∞∏
j=1

(
1− z

µj

)
, ϕ =

Φ

ω
.

Äëÿ z ∈ C, M ⊂ C ñèìâîëîì dist(z,M) îáîçíà÷àåì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî ìíîæåñòâà
M .

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ ϕ ∈ P0(a; b) è ïîðîæäàåò ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé ïîäìî-
äóëü Jϕ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðè ëåììû.



Î 2-ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÎÑÒÈ ÑËÀÁÎ ËÎÊÀËÈÇÓÅÌÛÕ ÏÎÄÌÎÄÓËÅÉ . . . 13

Ëåììà 1. 1) Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå ôóíê-
öèè ω â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé ω1,n è ω2,n, òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ z,
dist(z,Λω) ≥ δ > 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣ln |ω1,n(z)| − 2−nln |ω(z)|

∣∣ ≤ Aln (e+ |z|), (2.14)

ãäå A � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ôóíêöèè ω è âåëè÷èèíû δ,
Λω = {µj} � íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè ω.
2) Èìååòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ω2,nk

ϕ}∞k=1, ñõîäÿùàÿñÿ â òîïîëîãèè ïðîñòðàí-

ñòâà P(a; b) ê ôóíêöèè Φ̃, ïðè÷åì
(

Φ/Φ̃
)
� ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîëîæèì

M̃ = {µj ∈ Λω : |Imµj| < 1}, M̂ = Λω \ M̃,

ω̃(z) =
∏
µj∈M̃

(
1− z

µj

)
, ω̂(z) =

∏
µj∈M̂

(
1− z

µj

)
.

ßñíî, ÷òî ω = ω̃ω̂.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ω̃ = ω̃1,nω̃2,n âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà B [15, òåîðåìà 2]. Ïóñòü {zk}, k ∈ Z � íóëè öåëîé ôóíêöèè v, ïðîíóìåðîâàí-
íûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ Re zk, ïðè÷åì

Re z0 = min
k
{Re zk, Re zk ≥ 0}.

Åñëè âñå òî÷êè zk ëåæàò â ïîëîñå |Im z| < 1, ïðè÷åì |Re zk| > 1, è â êàæäîì êâàäðàòå

Πj = {z : |Im z| < 1, 2j − 1 ≤ Re z < 2j + 1}, j ∈ Z,
íàõîäèòñÿ íå áîëåå îäíîé òî÷êè zk, òî ôóíêöèÿ v ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
öåëûõ ôóíêöèé v1, v2 òàê, ÷òî

|ln |v1(z)| − ln |v2(z)|| ≤ C1ln+ |z|+ C2ln+ 1

d(z)
+ C3,

ãäå d(z) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî ìíîæåñòâà íóëåé ôóíêöèè v, à Ci > 0 � àáñîëþòíûå
ïîñòîÿííûå (íå çàâèñÿùèå îò ôóíêöèè v).

Îòáðàñûâàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè ω̃, à çàòåì ïåðåíóìåðîâàâ
îñòàâøèåñÿ íóëè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé, âèäèì, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü M̃ = {µ̃k}, k ∈ Z, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû B. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå,
ïðè âñåõ z, dist(z,M̃) ≥ δ > 0, ôóíêöèÿ

ω̃1,n(z) =
∏
k∈Z

((
1− z

µ̃2n+1k

)(
1− z

µ̃2n+1k+1

))
, n ∈ N, (2.15)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ∣∣ln |ω̃1,n(z)| − 2−nln |ω̃(z)|
∣∣ ≤ Ãln (e+ |z|), n ∈ N, (2.16)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Ã > 0 çàâèñèò òîëüêî îò δ; à âûáîð èíäåêñîâ 2n+1k, 2n+1k + 1 â ôîðìóëå
(2.15) ïðîèçâåäåí ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì, ïðîâîäèìûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû B
[15, òåîðåìà 2]. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèè ω̂ ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ åùå îäèí
ðåçóëüòàò ðàáîòû [15]. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

Pk = {z : 1 ≤ Im z ≤ 2k + 1, 0 ≤ Re z ≤ 2k}, k = 0, 1, 2, . . .

Òîãäà ðàçíîñòü Pk \ Pk−1, k = 1, 2, . . . , ñîñòîèò èç òðåõ êâàäðàòîâ, êîíãðóýíòíûõ Pk−1.
Ñèìâîëàìè Pm

k , m = 1, 2, . . . , 12, îáîçíà÷åíû ýòè òðè êâàäðàòà, à òàêæå ñèììåòðè÷íûå
èì îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé è íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðèíàäëåæíîñòü ãðàíè÷íûõ îòðåçêîâ
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è âåðøèí îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êâàäðàòû Pm
k ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü

è ïîêðûâàëè âñå ìíîæåñòâî {z : |Im z| ≥ 1}.
Òåîðåìà C [15, òåîðåìà 3]. Ïóñòü {zk}, k ∈ Z � íóëè öåëîé ôóíêöèè v, ïðîíóìåðî-

âàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ |zk|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |Im z| ≥ 1, è â êàæäîì êâàäðàòå
Pm
k ëåæèò íå áîëåå îäíîãî íóëÿ ôóíêöèè v. Òîãäà ôóíêöèÿ v ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ öåëûõ ôóíêöèé v1, v2 òàê, ÷òî

|ln |v1(z)| − ln |v2(z)|| ≤ C1ln+ |z|+ C2ln+ 1

d(z)
+ C3,

ãäå d(z) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî ìíîæåñòâà íóëåé ôóíêöèè v, à Ci � àáñîëþòíûå
ïîñòîÿííûå (íå çàâèñÿùèå îò ôóíêöèè v).

Ôèêñèðóåì ÷èñëî α ∈ (1;α0). Îòáðàñûâàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé µ̂k
ôóíêöèè ω̂, à çàòåì, ïåðåíóìåðîâàâ îñòàâøèåñÿ íóëè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ |µ̂k|, ñ ó÷åòîì
óñëîâèÿ (2.13), áóäåì èìåòü

|µ̂k+1| > α|µ̂k|, k = 1, 2, . . .

Ïîëîæèì
m =

[
logα
√

5
]

+ 1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ôóíêöèè

ω̂j(z) =
∞∏
k=0

(
1− z

µ̂mk+j

)
, j = 1, . . . ,m,

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû C. Ïðèìåíèâ ê êàæäîé ôóíêöèè ω̂j, j = 1, . . . ,m, ýòó
òåîðåìó n ðàç, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

ω̂j = ω̂j,1,nω̂j,2,n,

ïðè÷åì ∣∣ln |ω̂j,1,n(z)| − 2−nln |ω̂j(z)|
∣∣ ≤ Âln (e+ |z|), dist(z,M̂) ≥ δ, (2.17)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Â > 0 çàâèñèò òîëüêî îò δ è ω. Ïîëàãàÿ

ω̂1,n = ω̂1,1,n . . . ω̂m,1,n, ω̂2,n =
ω̂

ω̂1,n

,

ïîëó÷èì íóæíóþ ôàêòîðèçàöèþ
ω̂ = ω̂1,nω̂2,n.

Èç îöåíîê (2.16), (2.17) âèäèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé

ω1,n = ω̃1,nω̂1,n, ω2,n =
ω

ω1,n

ñïðàâåäëèâî ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû.

2) Èç ñîîòíîøåíèé ω = ω1,nω2,n è (2.14) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n è âñåõ
z ∈ C, dist(z,Λω) ≥ δ, âåðíû îöåíêè

|ω2,n(z)ϕ(z)| ≤ (e+ |z|)[A]+1|Φ(z)|.
Â ñèëó òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà P(a; b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ω2,nϕ}∞n=1 îòíî-
ñèòåëüíî êîìïàêòíà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. È çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ω2,nk

ϕ}∞k=1, ñõîäÿùàÿñÿ â òîïîëîãèè P(a; b) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè Φ̃, ïðè÷åì èíäèêàòîð
ýòîé ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ðàâíûìè ìåæäó ñîáîé èíäèêàòîðàìè ôóíêöèé Φ è ϕ. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ôóíêöèé ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1

ω1,nk
=

Φ

ω2,nk
ϕ
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ñõîäèòñÿ ê öåëîé ôóíêöèè (Φ/Φ̃), êîòîðàÿ èìååò ìèíèìàëüíûé òèï ïðè ïîðÿäêå 1. Èç
îöåíîê (2.14) ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ |Φ/Φ̃|
íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà [2, �6.1],
çàêëþ÷àåì, ÷òî (Φ/Φ̃) � ìíîãî÷ëåí.

Ïóñòü n(r) =
∑
|µj |<r

1 � ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λω, N(r) =
r∫

0

n(τ)
τ

dτ ,

M(r) = max
|z|=r
|ω(z)|, m(r) = min

|z|=r
|ω(z)|.

Èç óñëîâèÿ (2.13) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λω ñëåäóåò, ÷òî

n(r) = C0ln (1 + r), r ≥ 0, (2.18)

ãäå C0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç ëåììû 3.5.8 ìîíîãðàôèè [22], ñ ó÷åòîì (2.18)
è ôîðìóëû Éåíñåíà (ñì., íàïðèìåð, [22, �1.2]) ïîëó÷àåì äâîéíîå íåðàâåíñòâî

N(r) ≤M(r) ≤ N(r) + C0ln (1 + r). (2.19)

Ëåììà 2. 1) Ïðè âñåõ z ∈ C èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåðõó

ln |ω(z)| ≤ N(|z|) + C0ln (1 + |z|). (2.20)

2) Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è δ > 0 è âñåõ z ∈ C, dist(z,Λω) ≥ δ, âåðíà îöåíêà ñíèçó

ln |ω(z)| ≥ (1− ε)N(|z|)− C1ln(1 + |z|)− C2,ε, (2.21)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C2,ε > 0 çàâèñèò îò Λω, δ è ε, à ïîñòîÿííàÿ C1 > 0 � òîëüêî îò Λω.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íóæíàÿ îöåíêà (2.20) ñëåäóåò èç ïðàâîãî íåðàâåíñòâà â (2.19).
2) Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ öåëîé ôóíêöèè, íóëåâîå ìíîæåñòâî êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(2.18), ñîîòíîøåíèå lnm(r) ∼ lnM(r) âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà r → ∞ ïî ìíîæåñòâó åäèíè÷-
íîé îòíîñèòåëüíîé ìåðû [22, òåîðåìà 3.6.1]. Èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé r ìîæåò
áûòü ïîêðûòî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì íåïåðåñåêàþùèõñÿ, â ñèëó (2.13), èíòåðâàëîâ, öåí-
òðèðîâàííûõ ñ ìíîæåñòâîì {|µj|} (òî åñòü êàæäûé èíòåðâàë ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó
|µj|). Ýòî ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ èìååò íóëåâóþ îòíîñèòåëüíóþ äëèíó. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë δj, j=1,2,. . . , òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lnm(r) ≥ (1− ε)lnM(r), r > rε, rt ∈
∞⋃
j=1

((1− δj)|µj|; (1 + δj)|µj|) .

Èç (2.13) è (2.18) íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

N(r) ≤ N((1− δj)r) + (C0ln 2 + 1)ln(1 + r) + C̃2,ε, r > 0,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C̃2,ε > 0 çàâèñèò òîëüêî îò Λω, δ è ε.
Òðåáóåìàÿ îöåíêà ñíèçó (2.21) ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè èç ïîñëåäíèõ äâóõ

îöåíîê è ëåâîãî íåðàâåíñòâà â (2.19).

Ëåììà 3. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ôóíêöèÿ ω2,nϕ ñîäåðæèòñÿ â ïîäìîäóëå Jϕ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ∈ N èìååì, â ñèëó (2.14),

ln |ω2,n(z)| ≤ (1− 2−n)ln |ω(z)|+ Aln (e+ |z|), dist (z,Λω) ≥ δ. (2.22)

Ñ ó÷åòîì (2.13) è (2.20), îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

ln |ω2,n(z)| ≤ (1− 2−n)N(|z|) + Ãln (e+ |z|), z ∈ C. (2.23)

Ðàññìîòðèì âåñîâóþ ôóíêöèþ Ṽ (x) = (e + |x|)Ã+1 exp ((1− 2−n)N(|x|)) ≥ 1, x ∈ R. Ýòà
ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, âûïóêëàÿ ïî ln |x|, äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . âåðíî ñîîòíîøåíèå

|x|k = o(Ṽ (x)), |x| → +∞.
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Äëÿ ôóíêöèè ω2,n èç îöåíêè (2.23) ñëåäóåò, ÷òî

|ω2,n(x)|
Ṽ (x)

→ 0, |x| → +∞.

Ðàññóæäàÿ òî÷íî òàêæå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3 â ðàáîòå [9], âûâîäèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {pj}, ñõîäÿùàÿñÿ ê ôóíêöèè ω2,n â âåñîâîé íîðìå
‖ · ‖ = sup

x∈R

| · |
V (x)

, ãäå V (x) = (1 + |x|)2Ṽ (x).

Ïîëîæèì v(x) = lnV (x),

Pv(z) =
|y|
π

∫ ∞
−∞

v(τ)

(τ − x)2 + y2
d τ

� èíòåãðàë Ïóàññîíà îò ôóíêöèè v, z = x + iy. Èç óñëîâèÿ (2.13) íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî
ôóíêöèÿ v ïðèíàäëåæèò êëàññó ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êàíîíè÷åñêèõ âåñîâ, ââåäåííûõ
â ìîíîãðàôèè [19, �1.3]. Ïîýòîìó (ñì. [19, �1.4]) ôóíêöèÿ Pv ãàðìîíè÷íà â âåðõíåé è
íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ, íåïðåðûâíà è ñóáãàðìîíè÷íà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

Pv(z) ≥ v(|z|), z ∈ R,
è ñîîòíîøåíèþ

lim sup
z→∞

Pv(z)

v(|z|)
= 1. (2.24)

Òàê êàê P(a; b) � ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî òèïà (LN∗), äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü pjϕ áûëà îãðàíè÷åíà â íåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà
îãðàíè÷åíà ïî îäíîé èç íîðì (1.1) (ñì. [1]). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêó (2.21), îïðåäå-
ëåíèå âåñà V , ñîîòíîøåíèå (2.24) è ñâîéñòâà ôóíêöèè N(r), âûòåêàþùèå èç óñëîâèÿ (2.13),
è èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

|pj(z)ϕ(z)| ≤ (e+ |z|)const exp(dϕy
+ − cϕy−),

ãäå dϕ (cϕ) � çíà÷åíèå èíäèêàòîðà ôóíêöèè ϕ â òî÷êå π/2 (ñîîòâåòñòâåííî, â òî÷êå −π/2).
Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ýêâèâàëåíòíà îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pjϕ} ïî îäíîé èç
íîðì (1.1).
Èç ýòîãî ôàêòà, îïÿòü èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ëîêàëüíî-âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà (LN∗)

(ñì. [1]), âûâîäèì, ÷òî íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿ-
ùàÿñÿ â P(a; b) ê ôóíêöèè ω2,nϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
Âêëþ÷åíèå ϕ ∈ P0(a; b) î÷åâèäíî. Èç ï. 2) ëåììû 1 è ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî

Φ ∈ Jϕ. (2.25)

Â ñèëó (2.12) èìååì J (Φ) ⊂ Jϕ.Êàê óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå 1 ðàáîòû [3], ýòî ñîîòíîøåíèå,
ñ ó÷åòîì óñòîé÷èâîñòè ïîäìîäóëÿ Jϕ, ýêâèâàëåíòíî ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè Jϕ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïîäìîäóëü J ñëàáî ëîêàëèçóåì è [cJ ; dJ ] ⊂ (a; b). Òîãäà ëèáî J �
ãëàâíûé ïîäìîäóëü, ëèáî J = Jϕ1,ϕ2 , ãäå ϕ1, ϕ2 ∈ J

⋂
P0(a; b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè J
⋂
P0(a; b) = ∅, òî, êàê äîêàçàíî â ï. 2) òåîðåìû 1, J � ãëàâ-

íûé ïîäìîäóëü. Ïîýòîìó äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ áóäåì âåñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
J
⋂
P0(a; b) 6= ∅.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî â ïîäìîäóëå J ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ1 ∈ P0(a; b) ñî ñâîéñòâàìè:
cϕ1 = cJ , dϕ1 = dJ , ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jϕ1 ñëàáî ëîêàëèçóåì.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ϕ̃ ∈ J

⋂
P0(a; b) è ïîëîæèì

ϕ =
(
ei(cϕ̃−cJ )z + ei(dJ−dϕ̃)z

)
ϕ̃.
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ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó J
⋂
P0(a; b), è åå èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàì-

ìà åñòü i[cJ ; dJ ]. Åñëè ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jϕ ñëàáî ëîêàëèçóåì, òî ïîëàãàåì ϕ1 = ϕ. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì íàèáîëüøóþ ñóáãàðìîíè÷åñêóþ ìèíîðàíòó v(z) ôóíêöèè
(H(z)− ln |ϕ(z)|), ãäå H(z) = dJ (Im z)+ − cJ (Im z)−.
Äëÿ ôóíêöèè v ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå vt ≡ −∞. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó âêëþ÷åíèÿ

ϕ ∈ P0(a; b), äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, 2, . . . , èìååì Mk = max
x∈R
|ϕ(x)xk| < +∞, à òàêæå

ϕ(z) =

b∫
a

s(t)e−itzd t, s ∈ C∞0 (a; b).

Êëàññ C(a;b)({Mk}) (ñì., íàïðèìåð, [21, �IV.A]) ñîäåðæèò íåíóëåâóþ ôóíêöèþ s, è çíà-
÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèàíàëèòè÷åñêèì. Ýòî ýêâèâàëåíòíî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êàðëåìàíà,
ñîîòíîøåíèþ

∞∫
lnT (r)

1 + r2
d r < +∞,

ãäå T (r) = sup
k≥0

rk

Mk
� ôóíêöèÿ ñëåäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mk}, (ñì., íàïðèìåð, [21, �IV.A]).

Òàêèì îáðàçîì, lnT (et) � êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ, âûïóêëàÿ ïî t ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
u(z) = lnT (|z|)t ≡ −∞ ñóáãàðìîíè÷íà â C [23, òåîðåìà 2.1.2]. Èç îïðåäåëåíèÿ u âûòåêàåò
îöåíêà

u(x) + ln |ϕ(x)| ≤ 0, x ∈ R. (2.26)
Ôóíêöèÿ ϕ, êàê è âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà P(a; b), èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò âî
âñåé ïëîñêîñòè, à ôóíêöèÿ u çàâèñèò òîëüêî îò |z|. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñëîæåíèè èíäè-
êàòîðîâ [24, òåîðåìà 1], èç (2.26) âûâîäèì, ÷òî u èìååò ìèíèìàëüíûé òèï ïðè ïîðÿäêå
1. Èç ýòîãî ôàêòà, îöåíêè (2.26), òåîðåìû Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé [2, �7.3], ñëåäóåò îöåíêà

u(z) + ln |ϕ(z)| ≤ H(z), z ∈ C,
à èç íåå � íåðàâåíñòâî u(z) ≤ v(z), z ∈ C. È çíà÷èò, vt ≡ −∞.
Ïóñòü ω � öåëàÿ ôóíêöèÿ (ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ñîîòíîøåíèþ
|ln |ω(z)| − v(z)| ≤ Cln (1 + |z|), zt ∈ E, (2.27)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0, èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî E ìîæåò áûòü ïîêðûòî ñ÷åò-
íûì îáúåäèíåíèåì êðóæêîâ ñ êîíå÷íîé ñóììîé ðàäèóñîâ. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè
ñëåäóåò èç òåîðåìû 5 ðàáîòû [14]. Ïîëîæèì Φ = ωϕ. ßñíî, ÷òî Φ ∈ J . Èç òîãî, ÷òî ôóíê-
öèÿ v � íàèáîëüøàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ìèíîðàíòà ôóíêöèè (H − ln |ϕ|), è îöåíêè (2.27)
ñëåäóåò âûïîëíåíåíèå ñîîòíîøåíèé (2.12) äëÿ ôóíêöèè Φ. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{µj} ⊂ ΛΦ \ ΛJ , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (2.13), µj 6= 0. Ïîëîæèì

ϕ1 =
Φ

∞∏
j=1

(
1− z

µj

) .
Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 2, è çíà÷èò, Jϕ1 � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü.
Òåïåðü ðàññóæäàåì òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ï. 1) òåîðåìû 1. Îïðåäåëèì ôóíê-

öèþ ϕ2 ïî ôîðìóëå (2.5), ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Γ
⋂

Λϕ1 = ΛJ
è ñòîëü áëèçêà ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λϕ1 , ÷òî ïîäìîäóëü Jϕ1,ϕ2 óñòîé÷èâ. Êðîìå òîãî,
ýòîò óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü ñîäåðæèò ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü J (Φ). Òåîðåìà 1
èç ðàáîòû [3] óòâåðæäàåò, ÷òî òîãäà ïîäìîäóëü Jϕ1,ϕ2 ñëàáî ëîêàëèçóåì. Èíäèêàòîðíûé
îòðåçîê è íóëåâîå ìíîæåñòâî ïîäìîäóëÿ Jϕ1,ϕ2 òàêèå æå, êàê ó èñõîäíîãî ïîäìîäóëÿ J .
Ñëåäîâàòåëüíî, J = Jϕ1,ϕ2 .
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3. Ïðåäñòàâëåíèå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ ñëàáûé

ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà E(a; b) = C∞(a; b), íàäåëåííîå ìåòðèçóåìîé òîïîëî-
ãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ck[ak; bk], ãäå [a1; b1] b [a2; b2] b . . . �
êàêàÿ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ, èñ÷åðïûâàþùàÿ èíòåðâàë (a; b). Èçâåñòíî, ÷òî
E(a; b) � ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W � çàìêíóòîå è èíâàðè-
àíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D = d

d t
(êîðî÷å, D-èíâàðèàíòíîå)

ïîäïðîñòðàíñòâî ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òîëüêî çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà â E(a; b).
Ïóñòü ExpW � çàïàñ âñåõ êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà D (ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî-

÷ëåíîâ tje−iλt), ñîäåðæàùèõñÿ â W . Äëÿ íåòðèâèàëüíîãî (íå ñîâïàäàþùåãî ñî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâîì E(a; b)) ïîäïðîñòðàíñòâà W ìíîæåñòâî ExpW íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî.
Ïîëîæèì

WI = {f ∈ E : f (k)(t) = 0, t ∈ I, k = 0, 1, 2, . . . }, (3.1)
ãäå I ⊂ (a; b) � îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûé íåïóñòîé ïðîìåæóòîê, è îáîçíà÷èì IW ìèíèìàëü-
íûé îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûé â (a; b) íåïóñòîé ïðîìåæóòîê, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
WI ⊂ W (ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðîìåæóòêà ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1 [16]).
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà F , äåéñòâóþùåå â ñèëüíîì ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå

E ′(a; b) ïî ïðàâèëó
F(S)(z) = (S, e−itz), S ∈ (C∞(a; b))′,

åñòü ëèíåéíûé òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ (C∞(a; b))′ è P(a; b) [17, òåîðåìà
7.3.1]. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé
ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ñîâîêóïíîñòüþ {J } ñëàáî ëîêàëèçóåìûõ ïîäìîäó-
ëåé ìîäóëÿ P(a; b) è ñîâîêóïíîñòüþ {W} D-èíâàðèàíòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà
E(a; b) èìååò ìåñòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïî ïðàâèëó: J ←→ W òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà J = F(W 0), ãäå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî W 0 ⊂ E ′(a; b) ñîñòîèò
èç âñåõ ðàñïðåäåëåíèé S ∈ E ′(a; b), àííóëèðóþùèõ W , ïðè ýòîì

IW = [cJ ; dJ ], ExpW = {tje−iλkt, j = 0, . . .mk − 1, (λk,mk) ∈ ΛJ },
ãäå ΛJ � ìíîæåñòâî íóëåé ïîäìîäóëÿ J ([3, ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè], [4, ïðåäëîæå-
íèå 1]).
Èçâåñòíî (ñì. [16, òåîðåìà 2.1]), ÷òî äëÿ íåòðèâèàëüíîãî D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâàW ñïåêòð σW îïåðàòîðàD : W → W ëèáî ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ,
ëèáî äèñêðåòåí; âî âòîðîì ñëó÷àå σW = ΛJ , ñîãëàñíî ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè.
Íåòðèâèàëüíîå D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèí-

òåç, åñëè

W = WIW + L(ExpW ), L( · )− ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ( · ). (3.2)

ßñíî, ÷òîD-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâîW , äîïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèí-
òåç, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñðåäè âñåõ D-èíâàðèàíòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ W̃ , äëÿ êîòîðûõ

IW̃ = IW , Exp W̃ = ExpW.

Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè, àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü J = F(W 0) òàêîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñðåäè âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìîäóëåé J̃ ⊂ P(a; b),
ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì è èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì:

ΛJ̃ = ΛJ , [cJ̃ ; dJ̃ ] = [cJ ; dJ ].

Ñëåäîâàòåëüíî, J � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü. ßñíî, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: åñëè àí-
íóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñëàáî ëîêàëèçóåì, òî ýòî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.
Íàïîìíèì, ÷òî ðàäèóñ ïîëíîòû ρ(Λ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðàòíûõ òî÷åê Λ = {(λj,mj)}

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíûì èíôèìóìó ðàäèóñîâ (îòêðûòûõ) èíòåðâàëîâ I ⊂ R, äëÿ êîòîðûõ
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ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ {tke−iλjt, k = 0, . . . ,mj − 1, j ∈ N}, íå ïîëíà
â ïðîñòðàíñòâàõ E(I), C(I), Lp(I), 1 ≤ p <∞ (ñì. [18]).
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ A, B ⊂ R îáîçíà÷èì ÷åðåç A÷ B èõ ãåîìåòðè÷åñêóþ

ðàçíîñòü, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ R, äëÿ êîòîðûõ x + B ⊂ A. Ïóñòü S ∈ E ′(a; b) è
h ∈ (a; b) ÷ ch suppS, ãäå ch suppS � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà suppS. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë
Sh ∈ E ′(a; b) ôîðìóëîé

(Sh, f) = (S, f(t+ h)), f ∈ E(a; b).

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ S ∈ E ′(a; b) è íåïóñòîãî îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîãî â (a; b) ïðîìåæóòêà
〈c; d〉, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

ch suppS b 〈c; d〉, (3.3)

ïîëîæèì

W (S, 〈c; d〉) = {f ∈ E(a; b) : (S ∗ f)(h) = (Sh, f) = 0, ∀h ∈ 〈c; d〉 ÷ ch suppS}.
ßñíî, ÷òî W (S, 〈c; d〉) � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ëåììà 4. D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W (S, 〈c; d〉) äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåê-
òðàëüíûé ñèíòåç, åãî àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü åñòü J (ϕ, 〈c; d〉), ãäå ϕ = F(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåíûõ ïîñëå ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè, âèä-
íî, ÷òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç âòîðîãî. Îáîçíà÷èì J1 àííóëÿòîðíûé ïîä-
ìîäóëü ïîäïðîñòðàíñòâàW (S, 〈c; d〉). Ñîãëàñíî ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè èìååì âêëþ-
÷åíèå

J1 ⊂ J (ϕ, 〈c; d〉).
Òàê êàê íóëåâîå ìíîæåñòâî ΛJ1 ïîäìîäóëÿ J1 ñîâïàäàåò ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì Λϕ ôóíê-
öèè ϕ, à èíäèêàòîðíûé îòðåçîê ýòîãî ïîäìîäóëÿ ðàâåí [c; d], èç (3.3) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà
ρ(ΛJ1) ìåíüøå ïîëîâèíû äëèíû îòðåçêà [c; d]. Ïóíêò 3) òåîðåìû 2 èç ðàáîòû [3] óòâåðæäà-
åò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîäìîäóëü J1 áóäåò ñëàáî ëîêàëèçóåìûì, åñëè òîëüêî îí óñòîé÷èâ.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü íàìè ðàíåå [4, Ââåäåíèå], ìîäóëü P(a; b) ÿâëÿåòñÿ áîðíîëîãè÷åñêèì

è b-óñòîé÷èâûì ïðîñòðàíñòâîì (ïîñëåäíåå ïîíÿòèå ââåäåíî â ðàáîòå [5]). Ïîýòîìó îí îò-
íîñèòñÿ ê êëàññó òîïîëîãè÷åñêèõ ìîäóëåé, äëÿ êîòîðûõ â ðàáîòå [7] (ïðåäëîæåíèå 4.2 è
çàìå÷àíèå 1 â êîíöå ï.1 §4) äîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïîäìîäóëÿ J ⊂ P(a; b) â êàæäîé
òî÷êå λ ∈ C ñëåäóåò èç åãî óñòîé÷èâîñòè â êàêîé-íèáóäü îäíîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà

J1 = J (ϕ, 〈c; d〉)
(ýêâèâàëåíòíîãî ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ïîäìîäóëÿ J1) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñòîé÷è-
âîñòü ïîäìîäóëÿ J1 â êàêîé-íèáóäü îäíîé òî÷êå µt ∈ Λϕ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàñ-
ñóæäåíèé ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ = 0, ϕ(0) = 1.
Ïóñòü ψ ∈ J1, ψ(0) = 0. Ôóíêöèÿ ψ åñòü ïðåäåë â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà

P(a; b) îáîáùåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé âèäà (a1e
ih1z + · · · + ame

ihmz)ϕ, ãäå
hj ∈ 〈c; d〉 ÷ [cϕ; dϕ], j = 1, . . . ,m; i[cϕ; dϕ] � èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà ôóíêöèè ϕ (ïî òåî-
ðåìå Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà ñîâïàäàþùàÿ ñ ch suppS). Òàê êàê, î÷åâèäíî, eih′zϕ → eihzϕ
ïðè h′ → h â òîïîëîãèè P(a; b), ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

hj ∈ (c; d)÷ [cϕ; dϕ], j = 1, . . . ,m. (3.4)

Èç îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè â P(a; b) íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî îáîáùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(
a1
eih1z − 1

z
+ · · ·+ am

eihmz − 1

z

)
ϕ (3.5)

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ψ
z
.

Â ñèëó âêëþ÷åíèé (3.4) êàæäûé ýëåìåíò îáîáùåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.5) ïðè-
íàäëåæèò ëîêàëèçóåìîìó ïîäìîäóëþ J (ϕ, (c; d)) ìîäóëÿ P(c; d). Ýòîò ïîäìîäóëü, â ñèëó
ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè è õîðîøî èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà î ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå â ÿäðå
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îïåðàòîðà ñâåðòêè (ñì., íàïðèìåð, [20, òåîðåìà 16.4.1]), ñîâïàäàåò ñ àííóëÿòîðíûì ïîäìî-
äóëåì J2 ⊂ P(c; d) D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W (S, (c; d)) ⊂ E(c; d), ãäå

W (S, (c; d)) = {f ∈ E(c; d) : (S ∗ f)(h) = (Sh, f) = 0, ∀h ∈ (c; d) ÷ ch suppS}.
Èç âñåãî ñêàçàííîãî âûøå âûâîäèì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ îáîáùåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(3.5) ïðèíàäëåæèò ïîäìîäóëþ J2 = J (ϕ, (c; d)), êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèòñÿ â J1.
È çíà÷èò, äëÿ ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ψ

z
îáîáùåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.5) òàêæå âåðíî

âêëþ÷åíèå ψ
z
∈ J1, òî åñòü ïîäìîäóëü J1 óñòîé÷èâ â òî÷êå 0. Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî

ñïðàâåäëèâû îáà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåìîé ëåììû.

Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàííàÿ ëåììà âåðíà ïðè çàìåíå óñëîâèÿ (3.3) íà áîëåå
ñëàáîå òðåáîâàíèå: äëèíà îòðåçêà ch suppS ìåíüøå, ÷åì âåëè÷èíà (d−c) (ïîñëåäíÿÿ ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ è +∞).

Òåîðåìà 4. Âñÿêîå D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW ,
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ 2ρ(σW ) < |IW |, ãäå |IW | ≤ +∞ � äëèíà ïðîìåæóòêà IW ,
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñîâîêóïíîñòè ðåøåíèé äâóõ (áûòü ìîæåò, ñîâïàäà-
þùèõ) îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñâåðòêè:

f ∈ W ⇐⇒

{
(S1 ∗ f)(h) = 0 h ∈ IW ÷ ch suppS1,

(S2 ∗ f)(h) = 0, h ∈ IW ÷ ch suppS2.
(3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå 2 èç ðàáîòû [3] óòâåðæäàåò, ÷òî D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî W , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì äîêàçûâàåìîé òåîðåìû, äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåê-
òðàëüíûé ñèíòåç, è åãî àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü J ñëàáî ëîêàëèçóåì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
â ýòîì ïîäìîäóëå èìååòñÿ ôóíêöèÿ ϕ1 èç P0(a; b) ñ èíäèêàòîðíîé äèàãðàììîé, êîìïàêòíî
ïðèíàäëåæàùåé ïðîìåæóòêó iIW . È çíà÷èò, ñîãëàñíî ï.1) òåîðåìû 1 è ïðèíöèïó äâîé-
ñòâåííîñòè

J = J (ϕ1, IW ) + J (ϕ2, IW ),

ãäå ôóíêöèÿ ϕ2 ∈ J
⋂
P0(a; b) èìååò òó æå èíäèêàòîðíóþ äèàãðàììó, ÷òî è ôóíêöèÿ ϕ1.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4, ñ ó÷åòîì ðåôëåêñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà E(a; b), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
(3.6) ñ S1 = F−1(ϕ1), S2 = F−1(ϕ2).

Òåîðåìà 5. Åñëè D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëü-
íûé ñèíòåç è IW ⊂ (a; b), òî ñóùåñòâóþò ðàñïðåäåëåíèÿ S1, S2 ∈ W 0 (âîçìîæíî,
S1 = S2) òàêèå, ÷òî

f ∈ W ⇐⇒

{
(S1, D

jf) = 0, j = 0, 1, 2, . . . ,

(S2, D
jf) = 0, j = 0, 1, 2, . . .

(3.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü J = F(W 0) ñëàáî ëîêàëèçóåì è óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ òåîðåìû 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî J = Jϕ, ëèáî J = Jϕ1,ϕ2 . Îòñþäà, ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè è ðåôëåêñèâíîñòü ïðîñòðàíñòâà E(a; b), çàêëþ÷àåì,
÷òî èìååò ìåñòî (3.7) ñ S1 = F−1(ϕ1), S2 = F−1(ϕ2) (ïðè ýòîì S1 = S2, åñëè J � ãëàâíûé
ïîäìîäóëü).
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