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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñî ñòàðøèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè uxy, vxy è uxx, vyy.
Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ðàññìàò-
ðèâàåìûõ çàäà÷ â êâàäðàòóðàõ. Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ
çàäà÷ â ÿâíîì âèäå, îñíîâàííûé íà ôàêòîðèçàöèè óðàâíåíèé èñõîäíûõ ñèñòåì. Â ðå-
çóëüòàòå â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ñèñòåì ïîëó÷åíî ïî 14 óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè
â êâàäðàòóðàõ êàæäîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäà÷à Ãóðñà, ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à, ðàçðå-
øèìîñòü â êâàäðàòóðàõ, ôàêòîðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ.

Mathematics Subject Classi�cation: 35L51, 35L53, 35G45

1. Â ðàáîòàõ [1, ñ. 62�67; 2, 3] ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ èçó÷àëàñü ñèñòåìà, èìåþùàÿ â
âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå âèä

uxy + Aux +Buy + Cu = F.

Â ÷àñòíîñòè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé çàäà÷à Ãóðñà. Çäåñü
ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ îïðåäåëåííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñïîñîá îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ òîé æå çà-
äà÷è â êâàäðàòóðàõ ïóòåì ôàêòîðèçàöèè êàæäîãî èç óðàâíåíèé, êîòîðûå îêàçûâàåòñÿ
óäîáíûì ðàññìàòðèâàòü â ôîðìàõ

uxy + a1ux + b1uy + c1vy + d1u+ e1v = 0,
vxy + a2ux + b2vx + c2vy + d2u+ e2v = 0.

(1)

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîâîäèìûõ ðàññóæäåíèé äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâà-
åìîé îáëàñòè D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1} âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

a1, a2, b2 ∈ C(1,0), b1, d1, d2 ∈ C(0,1), d1, d2, e1, e2 ∈ C(0,0). (2)

Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ñî ñòàðøèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè uxx, vyy.
Çàäà÷à 1. Â îáëàñòè D íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèÿì
u(x0, y) = ϕ1(y), u(x, y0) = ψ1(x),
v(x0, y) = ϕ2(y), v(x, y0) = ψ2(x).

(3)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕ1, ϕ2 ∈ C1(X), ψ1, ψ2 ∈ C1(Y ) (X, Y − ñòîðîíû õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà D ïðè x = x0, y = y0 ñîîòâåòñòâåííî) è âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ϕ1(y0) = ψ1(x0), ϕ2(y0) = ψ2(x0). (4)

E.A. Sozontova, On solvability by quadratures conditions for second order hyperbolic

systems.
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Ïîïûòàåìñÿ íàéòè òàêèå ôóíêöèè α1, β1, γ1, ÷òîáû ïåðâîå óðàâíåíèå (1) èìåëî âèä

( ∂
∂y

+ α1)(ux + β1u+ γ1v) = 0. (5)

Ïðîèçâåäÿ óêàçàííûå â (5) äåéñòâèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñîâïàäåíèå (11) ñ (5) èìååò ìåñòî,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

b1y + a1b1 − d1 ≡ 0,
c1y + a1c1 − e1 ≡ 0,

(6)

è ïðè ýòîì
α1 = a1, β1 = b1, γ1 = c1. (7)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

a2x + a2c2 − d2 ≡ 0,
b2x + b2c2 − e2 ≡ 0,

(8)

òî âòîðîå óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå

( ∂
∂x

+ α2)(vy + β2u+ γ2v) = 0,

ãäå
α2 = c2, β2 = a2, γ2 = b2. (9)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó 1 ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ê ñëåäóþùèì òðåì çàäà÷àì

w1y + α1w1 = 0, w1(x, y0) = ψ1x + β1ψ1 + γ1ψ2, (10)

w2x + α2w2 = 0, w2(x0, y) = ϕ2y + β2ϕ1 + γ2ϕ2, (11){
ux + β1u+ γ1v = w1,
vy + β2u+ γ2v = w2,

(12)

u(x0, y) = ϕ1(y), v(x, y0) = ψ2(x). (13)

Çàäà÷è (10)�(13) ñëåäóåò ðåøàòü ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé èç íèõ. Ôóíêöèè
w1, w2 âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì, ïðè÷åì â ñëó÷àå çàäà÷è (10) x
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð, à â ñëó÷àå çàäà÷è (11) â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âûñòóïàåò
y. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó Ãóðñà (12)�(13), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìîé [4]. Äëÿ îòûñêàíèÿ óñëîâèé åå ðàçðåøèìîñòè â ÿâíîì âèäå ìû âîñïîëüçóåìñÿ
âîçìîæíîñòüþ ðåäóêöèè ñèñòåìû (12) ê äâóì óðàâíåíèÿì âèäà

Θxy + aΘx + bΘy + cΘ = f, (14)

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ èç ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû îäíîé èç èñêîìûõ
ôóíêöèé. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà γ1 6= 0, ýêâèâàëåíòíîãî â ñèëó (7)

c1 6= 0, (15)

ïðèõîäèì ê (14) äëÿ Θ = u. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ äàþòñÿ ôîðìóëàìè

a = γ2 − (ln γ1)y, b = β1, c = β1y + β1γ2 − β2γ1 − β1(ln γ1)y,
f = w1y + γ2w1 − γ1w2 − w1(ln γ1)y.

(16)

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà β2 6= 0, ðàâíîñèëüíîãî âñëåäñòâèå (9)

a2 6= 0, (17)

ïðèõîäèì ê (14) äëÿ Θ = v ñ êîýôôèöèåíòàìè

a = γ2, b = β1 − (ln β2)x, c = γ2x + β1γ2 − β2γ1 − γ2(ln β2)x,
f = w2x − β2w1 + β1w2 − w2(ln β2)x.

(18)

Ðåøåíèå u(x, y) ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, âûâåäåííîãî ïðè γ1 6= 0, ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ôóíê-
öèþ v(x, y) èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (12). Àíàëîãè÷íî, ïðè β2 6= 0 ïî èçâåñòíîìó ðåøåíèþ
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v âòîðîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèÿ u îïðåäåëÿåòñÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (12). Îäíàêî, äëÿ
îòûñêàíèÿ Θ = u èëè Θ = v ê óñëîâèÿì (13) íåîáõîäèìî èç (3) äîáàâèòü åùå çíà÷åíèÿ

u(x, y0) = ψ1(x), v(x0, y) = ϕ2(y) (19)

è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (4). Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðâûå (âòîðûå) ñîîòíîøåíèÿ â (13) è (19) åñòü
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è Ãóðñà äëÿ ïåðâîãî (âòîðîãî) óðàâíåíèÿ âèäà (14). Ïðè ýòîì
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è 1 äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðåøåíèå õîòü îäíîé èç
óêàçàííûõ çàäà÷ Ãóðñà.
Èçâåñòíî [5, ñ. 172; 6, ñ. 14], ÷òî ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷ Ãóðñà çàïèñûâàþòñÿ

÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Ðèìàíà, ïðè÷åì äëÿ ïîñëåäíèõ èìåþòñÿ [6, ñ.15�16; 7,
8] ðàçëè÷íûå ñëó÷àè èõ ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå. Â òîëüêî ÷òî óêàçàííûõ èñòî÷íèêàõ
îáåñïå÷èâàþùèå ýòè ñëó÷àè óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíû â òåðìèíàõ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

1) ax + ab− c ≡ 0;
2) by + ab− c ≡ 0;

3) ax ≡ by, c− ax − ab ≡ ξ0(x)η0(y) 6= 0;
4) by − ax ≡ ax + ab− c ≡ ξ1(x)η1(y) 6= 0;
5) ax − by ≡ by + ab− c ≡ ξ2(x)η2(y) 6= 0;

6) max − by ≡ mby − ax ≡ (m− 1)(ab− c);
7) σ = 2s

′
(x)t

′
(y)

(2−m)[s(x)+t(y)]2
, [s(x) + t(y)]s

′
(x)t

′
(y) 6= 0.

(20)

Çäåñü ξk, ηk ∈ C1 (k = 0, 2), s, t, m ∈ C2, ïðè÷åì m çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé èç ïåðåìåí-
íûõ (x, y) è íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 2. Â îñòàëüíîì óêàçàííûå ôóíêöèè ïðîèçâîëüíû: òî
åñòü â ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå äîëæíû íàéòèñü ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ ïåðå÷èñëåííûå
ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ. Êîýôôèöèåíòû a, b, c èìåþò ãëàäêîñòü, îáåñïå÷èâàþùóþ
âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ çàïèñàííûõ ôîðìóë. Êëàññû ãëàäêîñòè çàäàþòñÿ íà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâàõ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé. Êàæäîãî èç òîæäåñòâ 1)�2) è íàáî-
ðîâ 3)�5) äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âèäà ôóíêöèé Ðèìàíà. Ôîðìóëàìè æå 6)�7)
ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ñîâìåñòíî: ïðè âûïîëíåíèè íàáîðà 6) ôóíêöèþ Ðèìàíà ìîæíî ïî-
ñòðîèòü, êîãäà ëåâàÿ ÷àñòü õîòÿ áû îäíîãî èç ñîîòíîøåíèé 1), 2) èìååò âèä σ, óêàçàííûé
â 7). Èíûìè ñëîâàìè, èìååòñÿ ïî ñåìü âàðèàíòîâ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè â êâàäðàòóðàõ
êàæäîé èç äâóõ ïîëó÷åííûõ çàäà÷ Ãóðñà. Äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ âèäû ôóíêöèé Ðèìàíà ìîæ-
íî íàéòè â [6]�[8]. Ïîíÿòíî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ îáñóæäàåìîé ðàçðåøèìîñòè
ðàâíî 14.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (7), (9), (16), (18), çàïèøåì 1)�7) ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1).

Íà÷íåì ñ ïåðâîé çàäà÷è Ãóðñà, ñâÿçàííîé ñ íåðàâåíñòâîì (15):

1) b2x − b1y − (ln c1)xy + a2c1 ≡ 0;
2) a2 ≡ 0;

3) b2x − b1y − (ln c1)xy ≡ 0, b1y − b2x + (ln c1)xy − a2c1 ≡ ξ0(x)η0(y) 6= 0;
4) 2[(ln c1)xy − b2x + b1y] ≡ a2c1, (ln c1)xy − b2x + b1y ≡ ξ1(x)η1(y) 6= 0;

5) b2x − b1y − (ln c1)xy ≡ a2c1 ≡ ξ2(x)η3(y) 6= 0;
6) m[b2x − (ln c1)xy]− b1y ≡ mb1y − b2x + (ln c1)xy ≡ (m− 1)(a2c1 − b1y);

7) σk =
2s

′
k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x)+tk(y)]2
, [sk(x) + tk(y)]s

′

k(x)t
′

k(y) 6= 0, k = 1, 2.

(21)

Â ïîñëåäíåé ñòðîêå íóæíî ñ÷èòàòü σ1, σ2 ðàâíûìè ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâ 1), 2) ñî-
îòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî ó÷òåì, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñîîò-
íîøåíèé (20) íåîáõîäèìî ïîâûñèòü ãëàäêîñòü êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (1) è ôóíêöèé
ϕi, ψi (i = 1, 2). Ïóñòü òåïåðü ai, . . . , ei ∈ C(2,2), ϕi, ψi ∈ C2 (i = 1, 2). Òîãäà ñïðàâåä-
ëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè òîæäåñòâ (6), (8) è íåðàâåíñòâà (15) èëè óäîâëå-
òâîðÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ 1), 2) ñîâîêóïíîñòè (21), èëè ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè
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m, ξk, ηk (k = 0, 2), sk, tk (k = 1, 2) óêàçàííûõ âûøå êëàññîâ, ÷òî äëÿ ñîâîêóïíîñòè (21)
ëèáî âûïîëíåíà îäíà èç òðåõ ãðóïï ñîîòíîøåíèé 3) � 5), ëèáî âìåñòå ñ òîæäåñòâîì
6) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå 7) äëÿ îäíîé èç äâóõ ôóíêöèé σ1, σ2. Òîãäà çàäà÷à 1
ðàçðåøèìà â êâàäðàòóðàõ.

Àíàëîãàìè ôîðìóë (21) äëÿ âòîðîé çàäà÷è Ãóðñà (îòâå÷àþùåé óñëîâèþ (17)) ÿâëÿþòñÿ

1) c1 ≡ 0;
2) − b2x + b1y − (ln a2)xy + a2c1 ≡ 0;

3) b2x − b1y + (ln a2)xy ≡ 0, −a2c1 ≡ ξ3(x)η3(y) 6= 0;
4) b1y − b2x − (ln a2)xy ≡ a2c1 ≡ ξ4(x)η4(y) 6= 0;

5) 2[(ln a2)xy + b2x − b1y] ≡ a2c1, (ln a2)xy + b2x − b1y ≡ ξ5(x)η5(y) 6= 0;
6) mb2x + (ln a2)xy − b1y ≡ m(b1y − (ln a2)xy)− b2x ≡ (m− 1)(a2c1 − b2x);

7) σk =
2s

′
k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x)+tk(y)]2
, [sk(x) + tk(y)]s

′

k(x)t
′

k(y) 6= 0, k = 3, 4.

(22)

Â ïîñëåäíåé ñòðîêå σ3, σ4 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâ 1), 2) ñîâîêóïíîñòè
(22).
Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè òîæäåñòâ (6), (8) è íåðàâåíñòâà (17) èëè óäîâëå-
òâîðÿåòñÿ õîòü îäíî èç òîæäåñòâ 1), 2) ñîâîêóïíîñòè (22), èëè ñóùåñòâóþò òàêèå
ôóíêöèè m, ξk, ηk (k = 3, 5), sk, tk (k = 3, 4) óêàçàííûõ âûøå êëàññîâ, ÷òî äëÿ ñîâî-
êóïíîñòè (22) ëèáî âûïîëíåíà îäíà èç òðåõ ãðóïï ñîîòíîøåíèé 3) � 5), ëèáî âìåñòå ñ
òîæäåñòâîì 6) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå 7) äëÿ îäíîé èç äâóõ ôóíêöèé σ3, σ4. Òîãäà
çàäà÷à 1 ðàçðåøèìà â êâàäðàòóðàõ.

2. Ïðèìåíèì òåïåðü îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì äëÿ îòûñêàíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè
â êâàäðàòóðàõ ñëåäóþùåé çàäà÷è
Çàäà÷à 2. Â îáëàñòè D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1} íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå

ñèñòåìû {
uxx + a1ux + b1vx + c1u+ d1v = 0,
vyy + a2uy + b2vy + c2u+ d2v = 0,

(23)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(x0, y) = ϕ1(y), v(x, y0) = ψ1(x),
(ux + b1v)(x0, y) = ϕ2(y), (vy + a2u)(x, y0) = ψ2(x),

(24)

ãäå ϕ1, ϕ2 ∈ C1(X), ψ1, ψ2 ∈ C1(Y ). Ãëàäêîñòü êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (23) îïðåäåëÿåòñÿ
âêëþ÷åíèÿìè

a1, b1 ∈ C(1,0), a2, b2 ∈ C(0,1), c1, c2, d1, d2 ∈ C(0,0). (25)

Ñèñòåìà (23) èçó÷àëàñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [9], [10]. Â ÷àñòíîñòè, â [9] ïîëó÷åíî ðåøåíèå
çàäà÷è 2, çàïèñàííîå â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà. Öåëüþ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëó÷åíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 2 â êâàäðàòóðàõ.
Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå (23) ïðåä-

ñòàâèìî â âèäå
( ∂
∂x

)(ux + β1u+ γ1v) = 0,

åñëè âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà
a1x − c1 ≡ 0,
b1x − d1 ≡ 0,

(26)

è ïðè ýòîì
β1 = a1, γ1 = b1. (27)

Àíàëîãè÷íî, åñëè
a2y − c2 ≡ 0,
b2y − d2 ≡ 0,

(28)



ÎÁ ÓÑËÎÂÈßÕ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÇÀÄÀ× Â ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÀÕ. . . 139

òî âòîðîå óðàâíåíèå (23) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( ∂
∂y

)(vy + β2u+ γ2v) = 0,

ãäå

β2 = a2, γ2 = b2. (29)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à 2 ðåäóöèðóåòñÿ ê òðåì çàäà÷àì âèäà

w1x = 0, w1(x0, y) = ϕ2 + β1ϕ1, (30)

w2y = 0, w2(x, y0) = ψ2 + γ2ψ1, (31){
ux + β1u+ γ1v = w1,
vy + β2u+ γ2v = w2,

(32)

u(x0, y) = ϕ1(y), v(x, y0) = ψ1(x). (33)

Çàäà÷è (30)�(33) ñëåäóåò ðåøàòü ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé èç íèõ. Ôóíêöèè
w1, w2 èç (30), (31) âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì, ïðè÷åì â ñëó÷àå
çàäà÷è (30) x ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð, à â ñëó÷àå çàäà÷è (31) â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
âûñòóïàåò y. Çàäà÷à (32)�(33), êàê èçâåñòíî èç ï.1, ðåäóöèðóåòñÿ ê äâóì çàäà÷àì Ãóðñà
äëÿ óðàâíåíèÿ (14). Ïðè÷åì, ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

b1 6= 0 (34)

ïðèõîäèì ê (14) äëÿ Θ = u ñ êîýôôèöèåíòàìè (16), à ïðè

a2 6= 0 (35)

ïðèõîäèì ê (14) äëÿ Θ = v ñ êîýôôèöèåíòàìè (18). Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óêàçàííûõ
çàäà÷ Ãóðñà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (20). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (16), (18), (27), (29),
çàïèøåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (23). Äëÿ ïåðâîé çàäà÷è
Ãóðñà, ñâÿçàííîé ñ íåðàâåíñòâîì (34), èìååì

1) b2x − a1y − (ln b1)xy + a2b1 ≡ 0;
2) a2 ≡ 0;

3) b2x − a1y − (ln b1)xy ≡ 0, a1y − b2x + (ln b1)xy − a2b1 ≡ ξ0(x)η0(y) 6= 0;
4) 2[(ln b1)xy − b2x + a1y] ≡ a2b1, (ln b1)xy − b2x + a1y ≡ ξ1(x)η1(y) 6= 0;

5) b2x − a1y − (ln b1)xy ≡ a2b1 ≡ ξ2(x)η2(y) 6= 0;
6) m[b2x − (ln b1)xy]− a1y ≡ ma1y − b2x + (ln b1)xy ≡ (m− 1)(a2b1 − a1y);

7) σk =
2s

′
k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x)+tk(y)]2
, [sk(x) + tk(y)]s

′

k(x)t
′

k(y) 6= 0, k = 1, 2.

(36)

Â ïîñëåäíåé ñòðîêå íóæíî ñ÷èòàòü σ1, σ2 ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâ
1), 2) ñîâîêóïíîñòè (36). Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ïîâûñèòü ãëàäêîñòü êîýôôèöèåíòîâ ñè-
ñòåìû (23) è ôóíêöèé ϕi, ψi (i = 1, 2). Ïóñòü òåïåðü ai, . . . , di ∈ C(2,2), ϕi, ψi ∈ C2 (i = 1, 2).
Òîãäà ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Åñëè íàðÿäó ñ âûïîëíåíèåì òîæäåñòâ (26), (28) è íåðàâåíñòâà (34) èëè
óäîâëåòâîðÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ 1), 2) èç (36), èëè ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè
m, ξk, ηk (k = 0, 2), sk, tk (k = 1, 2) óêàçàííûõ âûøå êëàññîâ, ÷òî äëÿ ñîâîêóïíîñòè (37)
ëèáî âûïîëíåíà îäíà èç òðåõ ãðóïï ñîîòíîøåíèé 3) � 5), ëèáî âìåñòå ñ òîæäåñòâîì
6) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå 7) äëÿ îäíîé èç äâóõ ôóíêöèé σ1, σ2, òîãäà çàäà÷à 2
ðàçðåøèìà â êâàäðàòóðàõ.
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Àíàëîãàìè ôîðìóë (36) äëÿ âòîðîé çàäà÷è Ãóðñà (îòâå÷àþùåé óñëîâèþ (35)) ÿâëÿþòñÿ:

1) b1 ≡ 0;
2) a1y − b2x − (ln a2)xy + a2b1 ≡ 0;

3) b2x − a1y + (ln a2)xy ≡ 0, −a2b1 ≡ ξ3(x)η3(y) 6= 0;
4) a1y − b2x − (ln a2)xy ≡ a2b1 ≡ ξ4(x)η4(y) 6= 0;

5) 2[(ln a2)xy + b2x − a1y] ≡ a2b1, (ln a2)xy + b2x − a1y ≡ ξ5(x)η5(y) 6= 0;
6) mb2x + (ln a2)xy − a1y ≡ m(a1y − (ln a2)xy)− b2x ≡ (m− 1)(a2b1 − b2x);

7) σk =
2s

′
k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x)+tk(y)]2
, [sk(x) + tk(y)]s

′

k(x)t
′

k(y) 6= 0, k = 3, 4,

(37)

ãäå σ3, σ4 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâ 1), 2) ñîâîêóïíîñòè (37).
Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4. Åñëè íàðÿäó ñ âûïîëíåíèåì òîæäåñòâ (26), (28) è íåðàâåíñòâà (35) èëè
óäîâëåòâîðÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ 1), 2) èç (37), èëè ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè
m, ξk, ηk (k = 3, 5), sk, tk (k = 3, 4) óêàçàííûõ âûøå êëàññîâ, ÷òî äëÿ ñîâîêóïíîñòè (37)
ëèáî âûïîëíåíà îäíà èç òðåõ ãðóïï ñîîòíîøåíèé 3) � 5), ëèáî âìåñòå ñ òîæäåñòâîì 6)
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå 7) äëÿ îäíîé èç äâóõ ôóíêöèé σ3, σ4, òîãäà çàäà÷à 2 ðàçðå-
øèìà â êâàäðàòóðàõ.
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