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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå êðàòêî îáñóæäàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëüíîãî àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè îñîáîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó
Ëàêñà äëÿ íåêîòîðîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íà êâàäðàòíîì ãðàôå, íàéäåííîå ôîð-
ìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îïèñàòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è âûñøèå
ñèììåòðèè ýòîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Â ðàáîòå äàíî ïîëíîå îïèñàíèå ñåðèè çàêî-
íîâ ñîõðàíåíèÿ è èåðàðõèè âûñøèõ ñèììåòðèé äëÿ äèñêðåòíîãî ïîòåíöèèðîâàííîãî
äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðèðóåìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, óðàâíåíèÿ íà êâàäðàòíîì
ãðàôå, ñèììåòðèè, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ïàðà Ëàêñà.

Mathematics Subject Classi�cation: 35Q53, 37K10

1. Ââåäåíèå

Èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé âáëèçè îñîáîé òî÷êè ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé (ñì., íàïðè-
ìåð, ìîíîãðàôèþ [1]). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííîé ôóíêöèè îïåðàòîðîâ
Ëàêñà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îïèñûâàòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, âûñøèå ñèììåòðèè è ÷àñò-
íûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû [2, 3]. Ìåòîä ôîðìàëü-
íîé àñèìïòîòè÷åñêîé äèàãîíàëèçàöèè ïîçâîëèë àâòîðàì ðàáîòû [4] óñòàíîâèòü ãëóáîêóþ
ñâÿçü ìåæäó èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè è àôôèííûìè àëãåáðàìè Ëè.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷åñêîé äèàãîíàëèçàöèè äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà

â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè è åå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ äèñ-
êðåòíûõ óðàâíåíèé ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòàõ [5, 6, 7]. Èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïî
íåàâòîíîìíûì äèñêðåòíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
ôîðìàëüíîé äèàãîíàëèçàöèè â ðàáîòàõ [8, 9]. Àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû ê ïðîáëåìå ïîñòðî-
åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Ëàêñà
ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [10, 11, 12].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì íàéäåííîå â [13] äâóõêîìïîíåíòíîå äèñêðåòíîå

ïîòåíöèèðîâàííîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (cdpKdV)

(u− u1,1)(v1,0 − v0,1) = p2 − q2,
(v − v1,1)(u1,0 − u0,1) = p2 − q2.

M.N. Poptsova, I.T. Habibullin, Symmetries and conservation laws for a two-component

discrete potentiated Korteweg-de Vries equation.
c© Ïîïöîâà Ì.Í., Õàáèáóëëèí È.Ò. 2016.
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Ïàðà Ëàêñà äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ áûëà ïðåäúÿâëåíà â [13], îòìåòèì òàêæå, ÷òî â [14] äëÿ
íåãî ïîñòðîåíû ÿâíûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî îäíîêîìïîíåíòíîå äèñêðåòíîå
ïîòåíöèèðîâàííîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà

(u1,1 − u)(u1,0 − u0,1) = 4c2 (1.1)

èçó÷àëîñü ðàíåå âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, íà÷èíàÿ ñ [15, 16]. Îíî èçâåñòíî òàêæå ïîä íàçâàíèåì
óðàâíåíèÿ H1 èç ñïèñêà Àäëåðà-Áîáåíêî-Ñóðèñà (ñì. [17]). Áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ äëÿ íåãî áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [18], âûñøèå ñèììåòðèè ïîñòðîåíû â ñòàòüÿõ
[19, 20, 21, 22].
Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ïðè ïîìîùè ìåòîäà ôîðìàëüíîé àñèìòîòè÷åñêîé äèàãîíàëè-

çàöèè ïàðû Ëàêñà îïèñàíà áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ïîñòðîåíû âûñøèå
ñèììåòðèè äèñêðåòíîãî äâóõêîìïîíåíòíîãî ïîòåíöèèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå
Ôðèçà1.
Ïîÿñíèì êðàòêî ñòðóêòóðó ðàáîòû. Âî âòîðîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ êëàññ äèñêðåòíûõ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáûìè òî÷êàìè, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ðåøåíèå. Íà óðîâíå ïðèìåðà èëëþñòðèòðóåòñÿ ñïîñîá ïðèâåäåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû ê óäîáíîìó ñïåöèàëüíîìó âèäó. Â òðåòüåì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ
îïåðàòîðà Ëàêñà ê êâàçèäèàãîíàëüíîìó âèäó. Â ÷åòâåðòîì èçëàãàåòñÿ èçâåñòíûé ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, èñïîëüçóþùèé óñëîâèå êîììó-
òèðîâàíèÿ äèàãîíàëèçîâàííûõ îïåðàòîðîâ Ëàêñà. Â ïÿòîì ðàçäåëå � ìåòîä ôîðìàëüíîé
äèàãîíàëèçàöèè ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå cdpKdV (5.1), äëÿ êîòî-
ðîé ïðåäúÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. È, íàêîíåö, â øåñòîì ðàçäåëå
äîêàçàíî, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà cdpKdV (5.1) èìååò áåñêîíå÷íóþ èåðàðõèþ âûñøèõ
ñèììåòðèé. Ïåðâûå äâå ñèììåòðèè ïîñòðîåíû ÿâíî, äëÿ îñòàëüíûõ óêàçàí ýôôåêòèâíûé
ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ.

2. Îñîáåííîñòè òèïà ïîëþñà äèñêðåòíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå äèñêðåòíîå óðàâíåíèå âèäà

y(n+ 1, λ) = f(n, u(n), λ)y(n, λ), (2.1)

ãäå ïîòåíöèàë f = f(n, u, λ) ∈ CN×N çàâèñèò îò öåëîãî n ∈ (−∞,+∞), ôóíêöèîíàëüíî-
ãî ïàðàìåòðà u = u(n) è êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà λ. Ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé
ôóíêöèåé îò λ â îáëàñòè E ⊂ C è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî det f íå ðàâåí òîæäåñòâåííîìó
íóëþ.
Îïðåäåëèì, ÷òî ìû íàçûâàåì îñîáîé òî÷êîé. Íàçîâåì òî÷êó λ = λ0 îñîáîé òî÷êîé

óðàâíåíèÿ (2.1), åñëè õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé f(n, u, λ), f−1(n, u, λ) èìååò â ýòîé òî÷êå
ïîëþñ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî λ0 íå çàâèñèò îò n.
Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå îñîáûå òî÷êè ìîæíî óñòðàíèòü ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ

çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y(n) = r(n, λ)ỹ(n), êîòîðîå ïðèâîäèò óðàâíåíèå (2.1) ê òîìó æå
âèäó

ỹ(n+ 1) = f̃(n, u, λ)ỹ(n)

ñ íîâûì ïîòåíöèàëîì f̃(n, u, λ) = r−1(n+ 1, λ)f(n, u, λ)r(n, λ).
Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.1) ñ ïîòåíöè-

àëîì

f =

(
λg11 λg12
λg21 λg22

)
, gij = gij(n, u).

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâå îñîáûå òî÷êè λ =∞, λ = 0. Îáå îñîáûå òî÷êè óäàëÿþòñÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèåì y(n) = λnỹ(n). Äåéñòâèòåëüíî, f̃ = λ−1f = {gij}.

1Ìû áëàãîäàðèì àâòîðîâ ðàáîòû [14], îáðàòèâøèõ íàøå âíèìàíèå íà ýòó çàäà÷ó.
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Ìåíåå òðèâèàëüíûé ïðèìåð äîñòàâëÿåò õîðîøî èçâåñòíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå â êîíòåêñòå èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèþ (1.1). Åãî ïîòåíöèàë èìååò âèä

f(n, u, λ) =

(
−u(n+ 1) 1

−λ−2 − u(n)u(n+ 1) u(n)

)
. (2.2)

Çäåñü u(n) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå (2.1), (2.2) èìååò äâå îñîáûå òî÷êè λ = 0,
λ =∞. Îñîáàÿ òî÷êà λ = 0 óäàëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

y(n) = r(n, λ)ỹ(n), r(n, λ) =

(
λ−n 0

0 λ−n−1

)
.

Äåéñòâèòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå íîâûé ïîòåíöèàë ïðèîáðåòàåò ôîðìó

f̃(n, λ) =

(
−u(n+ 1)λ 1

−1− u(n)u(n+ 1)λ2 u(n)λ

)
è èìååò òîëüêî îäíó îñîáóþ òî÷êó λ =∞.
Êëþ÷åâûì øàãîì àëãîðèòìà äèàãîíàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (2.1)

ê ñïåöèàëüíîìó âèäó

y(n+ 1, λ) = P (n, λ)Zy(n, λ) (2.3)

â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè λ = λ0. Çäåñü ôóíêöèè P (n, λ) è P−1(n, λ) � àíàëèòè÷åñêèå
â îêðåñòíîñòè λ0, ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû P (n, λ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3.8) íèæå,
à ìàòðèöà Z èìååò äèàãîíàëüíûé âèä (3.7).
Åñëè íàì óäàåòñÿ ïðèâåñòè ñèñòåìó ê óêàçàííîìó âèäó, òîãäà êîýôôèöèåíòû àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ðÿäà ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿþòñÿ. Ïî èçâåñòíûì êîýôôèöèåíòàì ðÿäà ëåãêî
ñòðîÿòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è ñèììåòðèè. Îáñóäèì íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ

y(n+ 1, λ) = f(n, u(n), λ)y(n, λ), f =

(
λ −u(n)
1 0

)
(2.4)

îäèí èç ñïîñîáîâ ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ê âèäó (2.3). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíå-
íèå (2.4) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó λ = ∞. Ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäñòàâèì f â âè-
äå ïðîèçâåäåíèÿ f(n, u(n), λ) = α(n, u(n), λ)Zβ(n, u(n), λ) òðåõ ìàòðèö � äèàãîíàëüíîé Z
è òðåóãîëüíûõ α è β:

α =

(
1 0
λ−1 u(n)

)
, Z =

(
λ 0
0 λ−1

)
, β =

(
1 u(n)λ−1

0 1

)
.

Îñîáî îòìåòèì, ÷òî α(n, λ) è β(n, λ) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè è íåâûðîæäåííûìè â
îêðåñòíîñòè λ =∞. Äàëåå ïîñëå çàìåíû ψ = βy óðàâíåíèå (2.4) ïðèìåò òðåáóåìûé âèä

ψ(n+ 1, λ) = P (n, u(n), λ)Zψ(n, λ).

Çäåñü P îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå P (n, u(n), λ) = β(n+1, u(n+1), λ)α(n, u(n), λ), à èìåííî

P (n, u(n), λ) =

(
1− u(n+ 1)λ−2 −u(n)u(n+ 1)λ−2

λ−1 u(n)

)
.

Ïðè ýòîì P (λ) àíàëèòè÷íà íà áåñêîíå÷íîñòè è ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû P (∞) îòëè÷íû
îò íóëÿ.

3. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà
â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(n, u, λ) èìååò ïîëþñ ïðè λ = λ0. Òîãäà f ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä
Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè:

f(n, u, λ) = (λ− λ0)−kf(k)(n) + (λ− λ0)−k+1f(k−1)(n) + · · · , k ≥ 1. (3.1)
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Öåëü ýòîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â îáñóæäåíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ¾äèàãîíàëèçóåìîñòè¿
óðàâíåíèÿ (2.1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ = λ0. Ñîãëàñíî ðàáîòå [6] óðàâíåíèå (2.1) äèà-
ãîíàëèçóåòñÿ, åñëè ñóùåñòâóþò ôîðìàëüíûå ðÿäû

R(n, λ) = R(0) +R(1)(λ− λ0) +R(2)(λ− λ0)2 + · · · , (3.2)

h(n, λ) = h(0) + h(1)(λ− λ0) + h(2)(λ− λ0)2 + · · · (3.3)

ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè R(j), h(j) ∈ CN×N , ãäå h(j) ∀j äèàãîíàëüíàÿ (áëî÷íî-
äèàãîíàëüíàÿ) ìàòðèöà, òàêèå, ÷òî ôîðìàëüíàÿ çàìåíà çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y = Rϕ
ïðèâîäèò óðàâíåíèå (2.1) ê âèäó

ϕ1 = hZϕ. (3.4)

Çäåñü Z = (λ − λ0)
d, d � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî detR(0) 6= 0, deth(0) 6= 0. Èç ôîðìóë (3.2)�(3.4) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (2.1) îáëàäàåò
ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì, çàäàííûì ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì

y(n, λ) = R(n, λ)e
∑n−1

s=n0
log h(s,λ)Zn (3.5)

c ¾àìïëèòóäîé¿ A = R(n, λ) è ¾ôàçîé¿ φ = n logZ +
∑n−1

s=n0
log h(s, λ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàë f(n, λ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

f(n, u(n), λ) = α(n, u(n), λ)Zβ(n, u(n), λ), (3.6)

ãäå α(n, λ) è β(n, λ) àíàëèòè÷åñêèå è íåâûðîæäåííûå â îêðåñòíîñòè λ = λ0, Z � äèàãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà âèäà

Z =


(λ− λ0)γ1E1 0 . . . 0

0 (λ− λ0)γ2E2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . (λ− λ0)γNEN

 , (3.7)

ãäå Ej åäèíè÷íûå ìàòðèöû ðàçìåðà ej × ej, ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ïîïàðíî ðàçëè÷íû
γ1 < γ2 < . . . < γN . Ïîëîæèì P (n, u, λ) = β(n+ 1, u(n+ 1), λ)α(n, u(n), λ) è äîïóñòèì, ÷òî
ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû P (n, u, λ0) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

det
j
P (n, u, λ0) 6= 0 for j = e1, e1 + e2, e1 + e2 + e3, . . . , N. (3.8)

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ = λ0 îñîáàÿ òî÷êà è ïîòåíöèàë f(n, u(n), λ) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì (3.6), (3.8) â îêðåñòíîñòè λ0 è â îáëàñòè èçìåíåíèÿ u(n). Òîãäà ñó-
ùåñòâóþò ôîðìàëüíûå ðÿäû, �äèàãîíàëèçóþùèå� óðàâíåíèå (2.1) â îêðåñòíîñòè λ = λ0,
ò.å. ôîðìàëüíàÿ çàìåíà y = Rϕ ñâîäèò (2.1) ê âèäó (3.4), ãäå h èìååò ñëåäóþùóþ áëî÷íî-
äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó

h =


h11 0 . . . 0
0 h22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . hrr

 . (3.9)

Çäåñü hjj êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðà ej × ej. Êîýôôèöèåíòû R(i) è h(i) çàâèñÿò îò

êîíå÷íîãî, çàâèñÿùåãî îò i íàáîðà ïåðåìåííûõ èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà {u(k)}k=−∞,∞.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â ðàáîòå [7]. Íåîáõîäèìî óêàçàòü, ÷òî â ïðîöåññå

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñòðîèòñÿ ôîðìàëüíûé ðÿä T = βR, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ

Dn(T )h = P (n, u(n), λ)T , T = ZTZ−1. (3.10)

Ñëåäñòâèå 1. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå (2.1), ïåðåïèñàííîå â ñëåäóþùåé ñïåöèàëüíîé ôîð-
ìå

ψ(n+ 1, λ) = P (n, u(n), λ)Zψ(n, λ)

ñâîäèòñÿ ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó

ϕ(n+ 1, λ) = h(n, λ)Zϕ(n, λ)



ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ È ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÄËß CDPKDV. . . 117

ïðåîáðàçîâàíèåì ψ(n, λ) = T (n, λ)ϕ(n, λ), åñëè P = Dn(β)α, f = αZβ è âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (3.6), (3.8).

4. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ îïåðàòîðà Ëàêñà
è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

F (DmDnv,Dmv,Dnv, v) = 0, (4.1)

ãäå èñêîìûé îáúåêò � âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ v = v(n,m) ñ êîîðäèíàòàìè vj(n,m),
j = 1, . . . , N , çàâèñÿùèìè îò öåëûõ n,m. Îïåðàòîðû ñäâèãà Dn è Dm äåéñòâóþò ïî ïðà-
âèëàì Dny(n,m) = y(n + 1,m) è Dmy(n,m) = y(n,m + 1). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî (4.1)
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

y(n+ 1,m) = P (n,m, [v], λ)Zy(n,m),
y(n,m+ 1) = R(n,m, [v], λ)y(n,m).

(4.2)

Âûðàæåíèå [v] óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ôóíêöèè P è R çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé v è êîíå÷íîãî
÷èñëà åå ñäâèãîâ Dk

nv, D
k
mv. Ââåäåì äèñêðåòíûå îïåðàòîðû L = D−1n PZ è M = D−1m R.

Òîãäà óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (4.2) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

[L,M ] = 0, ãäå [L,M ] = LM −ML. (4.3)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå (4.2) èìååò âèä (2.3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
P (n,m, [v], λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 (P àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè λ = λ0 äëÿ
ëþáûõ öåëûõ n, m è äëÿ âñåõ çíà÷åíèé u = [v] èç íåêîòîðîé îáëàñòè, à ãëàâíûå ìèíîðû
(3.8) îòëè÷íû îò íóëÿ â ýòîé îáëàñòè). Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ R(n,m, [v], λ)
ìåðîìîðôíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ = λ0, êîãäà u ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè.
Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äèñêðåòíûé îïåðàòîð L = D−1n PZ ñâîäèòñÿ ê êâàçèäèàãîíàëü-

íîé ôîðìå L0 = D−1n hZ ïðåîáðàçîâàíèåì L→ T−1LT = L0, ãäå T (n, λ) =
∑∞

i≥0 T(i)(λ−λ0)i.
Èç (4.3) ñëåäóåò, ÷òî [L0,M0] = 0, ãäå
M0 := T−1MT . Ïî ïîñòðîåíèþ è â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäåëàííîãî âûøå, êîýôôèöèåíò
S â ôîðìóëå M0 = D−1m S åñòü ôîðìàëüíûé ðÿä âèäà
S = (λ− λ0)k

∑∞
i=0 Si(λ− λ0)−i.

Òåîðåìà 2. Êîýôôèöèåíòû Si ðÿäà S èìåþò òó æå áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó,
÷òî è ìàòðèöà h.

Â ñèëó áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ñòðóêòóðû S êîììóòèðóåò ñ Z, è ìû íàõîäèì, ÷òî

Dn(S)h = Dm(h)S. (4.4)

Ïåðåõîäÿ ê áëî÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ S = {Sij}, h = {hij} â ðàâåíñòâå (4.4), ïîëó÷àåì
Dn(Sii)hii = Dm(hii)Sii. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî óðàâíåíèå

(Dn − 1) log detSii = (Dm − 1) log dethii, i = 1, 2, . . . , N0 (4.5)

ãåíåðèðóåò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1). Òàê

êàê ôóíêöèÿ detS =
∏N0

i=1 detSii íå ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî, ëîãàðèôìû â (4.5) êîððåêò-
íî îïðåäåëåíû.

5. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî äèñêðåòíîãî
ïîòåíöèèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà

Ðàññìîòðèì äâóõêîìïîíåíòíîå äèñêðåòíîå ïîòåíöèèðîâàííîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå
Ôðèçà (cdpKdV)

(un,m − un+1,m+1)(vn+1,m − vn,m+1) = δ2 − σ2,
(vn,m − vn+1,m+1)(un+1,m − un,m+1) = δ2 − σ2.

(5.1)
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Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
è ïîñòðîèì âûñøèå ñèììåòðèè äëÿ ñèñòåìû (5.1) ïðè ïîìîùè ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêîé
äèàãîíàëèçàöèè îïåðàòîðîâ Ëàêñà. Ïàðà Ëàêñà äëÿ (5.1) ïîñòðîåíà â ðàáîòå [13] è çàäàåòñÿ
ñèñòåìîé óðàâíåíèé

yn+1,m = fyn,m, yn,m+1 = gyn,m, (5.2)

ãäå ïîòåíöèàëû f è g çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

f =

 0 −un+1,m 0 1
−vn+1,m 0 1 0

0 −λ−1 − un+1,mvn,m 0 vn,m
−λ−1 − un,mvn+1,m 0 un,m 0

 ,

g =

 0 −un,m+1 0 1
−vn,m+1 0 1 0

0 σ2 − δ2 − λ−1 − un,m+1vn,m 0 vn,m
σ2 − δ2 − λ−1 − un,mvn,m+1 0 un,m 0

 .

Ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàëû f è g â âèäå f = FΩ è g = GΩ ñîîòâåòñâåííî, ãäå

F =

 −un+1,m 0 1 0
0 −vn+1,m 0 1

−λ−1 − un+1,mvn,m 0 vn,m 0
0 −λ−1 − vn+1,mun,m 0 un,m

 ,

G =

 −un,m+1 0 1 0
0 −vn,m+1 0 1

−λ−1 + σ2 − δ2 − un,m+1vn,m 0 vn,m 0
0 −λ−1 + σ2 − δ2 − vn,m+1un,m 0 un,m

 ,

Ω =

 0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 .

Ïóñòü R � êîëüöî ìàòðèö Xn×n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ σXσ−1 = X, ãäå
σ = diag(1,−1, 1,−1). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöû F è G ïðèíàäëåæàò ãðóïïå G îáðàòèìûõ
ýëåìåíòîâ êîëüöà R.
Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (5.2) ïðè ïîìîùè çàìåíû Ωn+mϕn,m = yn,m ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

ϕn+1,m = F̃ϕn,m, ϕn,m+1 = G̃ϕn,m (5.3)

ñ íîâûìè ïîòåíöèàëàìè

F̃ = Ω−(n+m+1)FΩn+m+1 =

(
−p̃n+1,m I

−λ−1I − p̃n+1,mp̃n,m p̃n,m

)
,

G̃ = Ω−(n+m+1)GΩn+m+1 =

(
−p̃n,m+1 I

−λ−1I + (σ2 − δ2)I − p̃n,m+1p̃n,m p̃n,m

)
.

Çäåñü I îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé áëîê diag(1, 1), ïåðåìåííàÿ p̃n,m îïðåäåëåíà ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé:

p̃n,m = E−(n+m)

(
un,m 0

0 vn,m

)
En+m, (5.4)

ãäå

E =

(
0 1
1 0

)
.

Òåïåðü ñèñòåìó (5.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ äâóõ äèñêðåòíûõ
îïåðàòîðîâ L̃ = D−1n F̃ è M̃ = D−1m G̃.
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Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ϕn+1,m = F̃ϕn,m ê ñïåöèàëüíîìó âèäó (2.3). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì

ïîòåíöèàë F̃ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ F̃ = α̃Zβ̃ òðåõ ìàòðèö � áëî÷íîé íèæíåòðåóãîëüíîé α̃,
áëî÷íî-äèàãîëüíîé Z è áëî÷íîé âåðõíåòðåóãîëüíîé β̃:

α̃ =

(
I 0

˜qn,m + λ−1p̃−1n+1,m −p̃−1n+1,m

)
,

Z =

(
I 0
0 λ−1I

)
, β̃ =

(
−p̃n+1,m I

0 I

)
.

Òîãäà çàìåíà ψ = β̃ϕ ïðèâîäèò ïåðâîå óðàâíåíèå (5.3) ê âèäó ψn+1,m = P̃ψn,m, ãäå

P̃ = Dn+1(β̃)α̃, à èìåííî

P̃ (λ) =

(
q̃n,m − p̃n+1,m −p̃−1n+1,m

q̃n,m −p̃−1n+1,m

)
+ λ−1

(
p̃−1n+1,m 0
p̃−1n+1,m 0

)
.

Èç ïîñëåäíåé çàïèñè âèäíî, ÷òî P̃ ∈ R. Ïðè ýòîì ìèíîðû

det(q̃n,m − p̃n+1,m), det P̃ (∞) (5.5)

ìàòðèöû P̃ (∞) îòëè÷íû îò íóëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî q̃n,m è p̃n+1,m åñòü 2 × 2 áëîêè. Â ñèëó
òåîðåìû 1 ñóùåñòâóþò ôîðìàëüíûå ðÿäû

T̃ = T̃0 + T̃1λ
−1 + · · · , h̃ = h̃0 + h̃1λ

−1 + · · ·

òàêèå, ÷òî îïåðàòîð L̃0 := T̃−1L̃T̃ , ãäå L̃ = D−1n P̃Z áóäåò äèàãîíàëüíûì îïåðàòîðîì âèäà

L̃0 = D−1n h̃Z. Íàéäåì ðÿäû T̃ è h̃ èç óðàâíåíèÿ

Dn(T̃ )h̃ = P̃ T̃ , T̃ = ZT̃Z−1. (5.6)

Ïîñêîëüêó

ZT̃Z−1 =

(
T̃1,1 λT̃1,2

λ−1T̃2,1 T̃2,2

)
,

òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

λT̃1,2 = T̃ 1,2, λ−1T̃2,1 = T̃ 2,1, T̃i,i = T̃ i,i, i = 1, 2.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ôîðìàëüíûå ðÿäû

T̃ = T̃0 + λ−1T̃1 + · · · , T̃ = T̃ 0 + λ−1T̃ 1 + · · · ,

ïîëó÷èì, ÷òî

λT̃0,1,2 + T̃1,1,2 + λ−1T̃2,1,2 + · · · = T̃ 0,1,2 + λ−1T̃ 1,1,2 + λ−2T̃ 2,1,2 + · · · ,

λ−1T̃0,2,1 + λ−2T̃1,2,1 + λ−3T̃2,2,1 + · · · = T̃ 0,2,1 + λ−1T̃ 1,2,1 + λ−2T̃ 2,2,1 + · · · ,

T̃0,i,i + λ−1T̃1,i,i + · · · = T̃ 0,i,i + λ−1T̃ 1,i,i + · · · , i = 1, 2.

Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî T̃0,1,2 = 0, T̃ 0,2,1 = 0, ò.å. ìàòðèöû T̃ è T̃ ÿâëÿþòñÿ
áëî÷íûìè íèæíåòðåóãîëüíîé è âåðõíåòðåóãîëüíîé ñîîòâåòñâåííî, è ñïðàâåäëèâû ðàâåí-
ñòâà

T̃p+1,1,2 = T̃ p,1,2, T̃p,2,1 = T̃ p+1,2,1, T̃p,i,i = T̃ p,i,i, i = 1, 2. (5.7)

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (5.6) è ïåðåïèøåì åãî â âèäå

Dn(T̃0 + λ−1T̃1 + · · · )(h̃0 + λ−1h̃1 + · · · ) = (P̃0 + λ−1P̃1)(T̃ 0 + λ−1T̃ 1 + · · · ) (5.8)
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Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ λ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü óðàâíåíèé:

Dn(T̃0)h̃0 = P̃0T̃ 0, (5.9)

Dn(T̃1)h̃0 +Dn(T̃0)h̃1 − P̃0T̃ 1 = P̃1T̃ 0, (5.10)

Dn(T̃k)h̃0 +Dn(T̃0)h̃k − P̃0T̃ k = P̃1T̃ k−1 −
k−1∑
j=1

Dn(T̃k−j)h̃j, k ≥ 2. (5.11)

Óðàâíåíèå (5.9) åñòü çàäà÷à Ãàóññà î ðàçëîæåíèè ìàòðèöû P̃0 â ïðîèçâåäåíèå òðåõ ìàò-

ðèö â ãðóïïå G � áëî÷íîé íèæíåòðåóãîëüíîé Dn(T̃0), áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé h̃0 è áëî÷íîé

âåðõíåòðåóãîëüíîé T̃
−1
0 . Ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèåì ðåãóëÿðíîñòè

(5.5). Åäèíñâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îáåñïå÷èâàåì, çàäàâ äèàãîíàëüíûå áëîêè ìàò-
ðèöû T̃0 ðàâíûìè åäèíè÷íûì ìàòðèöàì ðàçìåðà 2× 2. Ïîñêîëüêó çàäà÷à Ãàóññà ðåøàåòñÿ

â ãðóïïå G, òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöû T̃0, h̃0 è T̃ 0 ïðèíàäëåæàò ãðóïïå G.
Äàëåå, ïîëàãàåì, ÷òî äèàãîíàëüíûå áëîêè ìàòðèö T̃k è T̃ k äëÿ âñåõ k > 0 ÿâëÿþòñÿ

íóëåâûìè. Ðàçëîæèì êàæäóþ èç ìàòðèö T̃k è T̃ k â ñóììó íèæíåé áëî÷íî-òðåóãîëüíîé
è âåðõíåé áëî÷íî-òðåóãîëüíîé ìàòðèö ñ íóëåâûìè äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè:

T̃k = T̃kL + T̃kU , T̃ k = T̃ kL + T̃ kU . (5.12)

Ìàòðèöû T̃1U è T̃ 1L íàõîäÿòñÿ ëåãêî, äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ (5.7), èìååì T̃1,1,2 = T̃ 0,1,2,

T̃ 1,2,1 = T̃0,2,1. Ò.å. ýòè ýëåìåíòû óæå íàéäåíû íà ïðåäûäóùåì øàãå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ

íåèçâåñòíûõ T̃1L è T̃ 1U âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (5.10), çàïèñàííûì â ñëåäóþùåì âèäå

h̃1h̃
−1
0 +Dn(T̃−10 T̃1L)− h̃0T̃

−1
0 T̃ 1U h̃

−1
0 = H1,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü H1 = Dn(T̃−10 )P̃1T̃ 0h̃
−1
0 − Dn(T̃−10 T̃1U) + h̃0T̃

−1
0 T̃ 1Lh

−1
0 ñîäåðæèò óæå èç-

âåñòíûå ìàòðèöû. Ïðè ýòîì H1 ∈ R. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè íåèçâåñòíûå h̃1, T̃1L, T̃ 1U ,
íóæíî ðàçëîæèòü H1 â ñóììó òðåõ ñëàãàåìûõ: áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé h̃1h̃

−1
0 , áëî÷íîé íèæ-

íåòðåóãîëüíîéDn(T̃−10 T̃1L) è áëî÷íîé âåðõíåòðåóãîëüíîé −h0T
−1
0 T 1Uh

−1
0 . ßñíî, ÷òî òàê êàê

çàäà÷à ðåøàåòñÿ â êîëüöå R, òî è èñêîìûå ñëàãàåìûå áóäóò ïðèíàäëåæàòü R, à çíà÷èò

ìàòðèöû T̃1 h̃1 è T̃ 1 áóäóò ïðèíàäëåæàòü R. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, íàõîäèì âñå êîýôôèöè-
åíòû T̃k è h̃k èç óðàâíåíèÿ

h̃kh̃
−1
0 +Dn(T̃−10 T̃kL)− h̃0T̃

−1
0 T̃ kU h̃

−1
0 = Hk,

ãäå ÷ëåí Hk ñîäåðæèò ñëàãàåìûå, íàéäåííûå íà ïðåäûäóùåì øàãå. Òàêèì îáðàçîì, äîêà-
çàíî, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà T̃ ïðèíàäëåæàò êîëüöó R.
Âûïèøåì ïåðâûå ýëåìåíòû ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ T̃ è h̃ â ÿâíîì âèäå:

T̃ =

(
I 0

− p̃n−1,m

p̃n+1,m−p̃n−1,m
I

)
+

+

(
0 − 1

p̃n+1,m(p̃n+2,m−p̃n,m)

− p̃n+1,m

(p̃n+1,m−p̃n−1,m)2(p̃n,m−p̃n−2,m)
0

)
λ−1 + · · · ,
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h̃ =

(
p̃n,m − p̃n+2,m 0

0 − p̃n+2,m

p̃n+1,m(p̃n+2,m−p̃n,m)

)
+

+

(
1

p̃n+1,m−p̃n−1,m
0

0 − p̃n+2,mp̃n+3,m−p̃n+2,mp̃n+1,m+p̃n,mp̃n+1,m

p̃2n+1,m(p̃n+3,m−p̃n+1,m)(p̃n+2,m−p̃n,m)2

)
λ−1 + · · · .

Îòìåòèì, ÷òî p̃ åñòü äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà 2 × 2, ïîýòîìó çäåñü èñïîëüçîâàíèå çíàêà
äåëåíèÿ (äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû â öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ äëèíû
çàïèñè ôîðìóë) íå íàðóøàåò ñìûñëà âûðàæåíèÿ.
Îïåðàòîð M̃ = D−1m G̃ äèàãîíàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: M̃0 = D−1m S̃, ãäå

S̃ = Dm(T̃−1β̃)G̃β̃−1T̃ . Âûïèøåì ïåðâûå ñëàãàåìûå ðÿäà S̃ â ÿâíîì âèäå:

S̃ =

(
− δ2−σ2

p̃n,m+1−p̃n+1,m
0

0 − δ2−σ2+p̃n,m(p̃n,m+1−p̃n+1,m)

p̃n+1,m

)
+

+

(
1

p̃n+1,m−p̃n−1,m
0

0 δ2−σ2+p̃n,m+1p̃n,m+p̃n+2,mp̃n+1,m−p̃n+1,mp̃n,m

p̃2n+1,m(p̃n,m−p̃n+2,m)

)
λ−1 + · · · .

Âûïèøåì â ÿâíîì âèäå òðè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èç áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó-
÷àþùåéñÿ â ðåçóëüòàòå äèàãîíàëèçàöèè

(Dn − 1) log
1

p̃n+1,m − p̃n,m+1

= (Dm − 1) log(p̃n,m − p̃n+2,m),

(Dn − 1)
p̃n+1,m − p̃n,m+1

(p̃n+1,m − p̃n−1,m)(δ2 − σ2)
= (Dm − 1)

1

(p̃n+1,m − p̃n−1,m)(p̃n,m − p̃n+2,m)
,

(Dn − 1)

[
− δ2 − σ2 + p̃n,m(p̃n,m+1 − p̃n+1,m) + p̃n+2,mp̃n+1,m

p̃n+1,m(p̃n,m − p̃n+2,m)(δ2 − σ2 + p̃n,m(p̃n,m+1 − p̃n+1,m))

]
=

= (Dm − 1)
p̃n+2,mp̃n+3,m − p̃n+2,mp̃n+1,m + p̃n+1,mp̃n,m

p̃n+1,mp̃n+2,m(p̃n,m − p̃n+2,m)(p̃n+1,m − p̃n+3,m)
.

Ïåðåõîäÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì u è v, ïîëó÷èì

(Dn − 1) log
1

(u0,1 − u1,0)(v0,1 − v1,0)
= (Dm − 1) log(u− u2,0)(v − v2,0),

(Dn − 1)

[
u0,1 − u1,0

(p2 − q2)(u−1,0 − u1,0)
+

v0,1 − v1,0
(p2 − q2)(v−1,0 − v1,0)

]
=

= (Dm − 1)

[
−(v − v2,0)(u−1,0 − u1,0)

(u−1,0 − u1,0)(v − v2,0)
− (u− u2,0)(v−1,0 − v1,0)

(v−1,0 − v1,0)(u− u2,0)

]
,

(Dn − 1)

[
−(p2 − q2 + uν + v1,0u2,0)

v1,0ρ(p2 − q2 + uν)
− (p2 − q2 + vµ+ u1,0v2,0)

u1,0σ(p2 − q2 + vµ)

]
=

= (Dm − 1)

[
v3,0

v1,0ρσ1,0
+

1

u2,0σ1,0
+

u3,0
u1,0σρ1,0

+
1

v2,0ρ1,0

]
.

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ρ = u− u2,0, σ = v − v2,0, µ = u0,1 − u1,0, ν = v0,1 − v1,0.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ñèììåòðèé ñèñòåìû (5.1). Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ âûñøèõ

ñèììåòðèé äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà äèàãîíàëèçàöèè
ïîäðîáíî èçëîæåíà â ðàáîòå [6].
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Âåðíåìñÿ ê ïåðâîìó èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îáðàçóþùèõ ïàðó Ëàêñà (5.3) äëÿ ñèñòåìû
(5.1), è ïåðåïèøåì åãî, èñïîëüçóÿ äèñêðåòíûé îïåðàòîð
L̃ = D−1n F̃ , â âèäå

ϕ = L̃ϕ.
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, çàìåíà ïåðåìåííûõ ψ = β̃ϕ ïðèâîäèò ýòî óðàâíåíèå ê ñïåöè-
àëüíîìó âèäó

ψ = L̃ψ

ñ îïåðàòîðîì L̃ = D−1n P̃Z. Äàëåå áûëè íàéäåíû ôîðìàëüíûå ðÿäû

T̃ =
∞∑
k=0

T̃(k)λ
−k, h̃ =

∞∑
k=0

h̃(k)λ
−k, (5.13)

¾äèàãîíàëèçóþùèå¿ óêàçàííîå óðàâíåíèå â îêðåñòíîñòè λ = ∞, ò.å. òàêèå, ÷òî îïåðàòîð
L̃0 := T̃−1L̃T̃ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ (áëî÷íî-) äèàãîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè L̃0 =

D−1n h̃Z.
Ñëåäóÿ ðàáîòå [6], ïîñòðîèì ôîðìàëüíûé ðÿä

B̃0 =
∞∑

k=−M

(B̃0)(k)λ
−k,

ñ êîýôôèöèåíòàìè (B̃0)(k), èìåþùèìè òó æå áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó, ÷òî è ýëå-

ìåíòû ðÿäà h̃, è íå çàâèñÿùèìè îò n, è òàêîé, ÷òî [L̃0, B̃0] = 0. Â ðàáîòå [6] äîêàçàíî, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå ôîðìàëüíûé ðÿä B̃′ =

∑∞
k=−M B̃′(k)λ

−k, çàäàííûé ôîðìóëîé B̃′ = T̃ B̃0T̃
−1,

êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì L̃. Òîãäà ôîðìàëüíûé ðÿä B̃ =
∑∞

k=−M B̃(k)λ
−k, çàäàííûé ôîð-

ìóëîé
B̃ = β̃−1T̃ B̃0(β̃

−1T̃ )−1, (5.14)

êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì L̃.
Òåîðåìà 3. Êîýôôèöèåíòû B̃(k) ðÿäà (5.14) ëåæàò â êîëüöå R, ò.å. äëÿ ëþáîãî k

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ σB̃(k)σ
−1 = B̃(k), ãäå σ = diag(1,−1, 1,−1).

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû T̃(k) ðÿäà T̃ äëÿ ëþáîãî k ëåæàò â êîëüöå R,
β̃ ∈ R̃ � ïî ïîñòðîåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3 ñëåäóåò èç ôîðìóëû
(5.14).
Âîçüìåì B̃0 â âèäå

B̃0 = B̃(−M)λ
−M , B̃(−M) = diag(1, 1,−1,−1), (5.15)

òîãäà ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî k êîýôôèöèåíòû B̃(k) ðÿäà B̃
áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

B̃k
22 = −B̃k

11.

Çäåñü ÷åðåç B̃k
ij îáîçíà÷åíû 2× 2 áëîêè ìàòðèöû B̃(k):

B̃(k) =

(
B̃k

11 B̃k
12

B̃k
21 B̃k

22

)
. (5.16)

Äàëåå ðàçëîæèì ðÿä B̃ â ñóììó B̃ = Ã+(B̃−Ã), ãäå Ã =
∑M

k=1 Ã(k)λ
k =

∑−1
k=−M B̃(k)λ

−k.
Òîãäà

[L̃, B̃] = [L̃, Ã] + [L̃, B̃ − Ã] = 0.

Ïîòåíöèàë F̃ ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ïàðû Ëàêñà (5.3) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé
âèäà F̃ = λ−1F̃1 + F̃0, ãäå

F̃1 =

(
0 0
−I 0

)
, F̃0 =

(
−p̃n+1,m I
−p̃n+1,mp̃n,m p̃n,m

)
.
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Âûÿñíèì êàêîé âèä èìååò êîììóòàòîð [L̃, Ã]:

[L̃, Ã] = [D−1F̃ , Ã] =

= [D−1(λ−1F̃1 + F̃0),
M∑
k=1

Ã(k)λ
k] = [D−1F̃1, Ã(1)] +

M∑
k=1

akλ
k.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

[L̃, Ã] = −[L̃, B̃ − Ã] =

= −[D−1(λ−1F̃1 + F̃0),
∞∑
k=0

B̃(k)λ
−k] = −[D−1F̃0, B̃(0)] +

∞∑
k=0

a′kλ
−k.

Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

[L̃, Ã] = R,

ãäå

R = −[D−1n F̃0, B̃(0)] = [D−1n F̃1, Ã(1)]. (5.17)

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (5.17) ñëåäóåò, ÷òî

Dn(R) = F̃1Ã(1) −Dn(Ã(1))F̃1 =

(
−Dn

(
Ã1

12

)
0

Ã1
11 −Dn

(
Ã1

11

)
Ã1

12

)
. (5.18)

Òàêèì îáðàçîì, Dn(R) ÿâëÿåòñÿ (áëî÷íîé) íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. Èñïîëüçóÿ ýòîò
ôàêò, èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (5.17) ïîëó÷èì, ÷òî Dn(R) èìååò âèä

Dn(R) = −F̃0B̃(0) +Dn

(
B̃(0)

)
F̃0 =

(
R11 0

−p̃n+1,mR22 + p̃n,mR11 R22

)
. (5.19)

Ïîëîæèì d
dt
D−1n F̃ = R èëè d

dt
F̃0 = Dn(R). Ýòî ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, äåéñòâèòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü èìååò âèä(
−dp̃n+1,m

dt
0

−
(

dp̃n+1,m

dt
p̃n,m + p̃n+1,m

dp̃n,m

dt

)
dp̃n,m

dt

)
è ïðàâàÿ â ñèëó (5.18) è (5.19):

Dn(R) =

(
−Dn

(
Ã1

12

)
0

−
(
p̃n+1,mÃ

1
12 + p̃n,mDn

(
Ã1

12

))
Ã1

12

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
dp̃n,m

dt
= Ã1

12. (5.20)

Íèæå ìû ïðèâåäåì â ÿâíîì âèäå äâå âûñøèõ ñèììåòðèè. Âûáåðåì çàòðàâî÷íûé ðÿä B̃0

â âèäå B̃0 = diag(1, 1,−1,−1)λ. Òåïåðü ôîðìàëüíûé ðÿä B̃ áóäåò èìåòü âèä

B̃ = β̃−1T̃ B̃0T̃
−1β̃ = B̃(−1)λ+ B̃(0) + B̃(1)λ

−1 + · · · .

Ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìàëüíûé ðÿä Ã ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ðÿäà B̃ ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïå-
íÿì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà è â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä Ã = Ã(1)λ, ãäå Ã(1) = B̃(−1) = A
è áóêâîé A îáîçíà÷åíà ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà:

A =

(
pn+1,m+pn−1,m

pn+1,m−pn−1,m
− 2
pn+1,m−pn−1,m

2pn−1,mpn+1,m

pn+1,m−pn−1,m
−pn+1,m+pn−1,m

pn+1,m−pn−1,m

)
.
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Èñïîëüçóÿ (5.20), âûïèñûâàåì ñèììåòðèè

dp̃n,m
dt

= − 2

p̃n+1,m − p̃n−1,m
,

ïåðåõîäÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì u è v, ïîëó÷àåì ñèììåòðèè

dun,m
dt

= − 2

vn+1,m − vn−1,m
,

dvn,m
dt

= − 2

un+1,m − un−1,m
ñèñòåìû (5.1).
Äàëåå äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ñèììåòðèþ ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà, âûáåðåì çàòðàâî÷íûé

ðÿä B̃0 â âèäå B̃0 = diag(1, 1,−1,−1)λ2. Òåïåðü èñêîìûé ôîðìàëüíûé ðÿä áóäåò èìåòü âèä

B̃ = β̃−1T̃ B̃0T̃
−1β̃ = B̃(−2)λ

2 + B̃(−1)λ+ · · · .

Òîãäà ôîðìàëüíûé ðÿä Ã áóäåò èìåòü âèä Ã = Ã(2)λ
2 + Ã(1)λ,

ãäå Ã(2) = B̃(−2) = A,

Ã(1) = B̃(−1) =

(
a11 a12
a21 −a11

)
,

ãäå

a11 =
2(p̃n+2,mp̃n+1,m − p̃n,mp̃n+1,m + p̃n−1,mp̃n,m − p̃n−1,mp̃n−2,m)

(p̃n+2,m − p̃n,m)(p̃n,m − p̃n−2,m)(p̃n+1,m − p̃n−1,m)2
,

a12 = − 2(p̃n+2,m − p̃n−2,m)

(p̃n+2,m − p̃n,m)(p̃n,m − p̃n−2,m)(p̃n+1,m − p̃n−1,m)2
,

a21 =
2(p̃2n+1,mp̃n+2,m − p̃2n+1,mp̃n,m + p̃2n−1,mp̃n,m − p̃2n−1,mp̃n−2,m)

(p̃n+2,m − p̃n,m)(p̃n+1,m − p̃n−1,m)2(p̃n,m − p̃n−2,m)
.

Èñïîëüçóÿ (5.20), ïîëó÷àåì

dp̃n,m
dt

= − 2(p̃n+2,m − p̃n−2,m)

(p̃n+2,m − p̃n,m)(p̃n,m − p̃n−2,m)(p̃n+1,m − p̃n−1,m)2

èëè â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ, çàïèñûâàåì ñèììåòðèè

dun,m
dt

= − 2(un+2,m − un−2,m)

(un+2,m − un,m)(un,m − un−2,m)(vn+1,m − vn−1,m)2
,

dvn,m
dt

= − 2(vn+2,m − vn−2,m)

(vn+2,m − vn,m)(vn,m − vn−2,m)(un+1,m − un−1,m)2

ñèñòåìû (5.1).
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