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Аннотация. В статье построено решение задачи Коши для нестационарного урав-
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некоторые ее свойства.

Ключевые слова: задача Коши, уравнения третьего порядка, нестационарные урав-
нения, функция Эйри, растущие на бесконечности решения.

Mathematics Subject Classification: 35A02, 35A09, 35B40

1. Введение

Целью данной работы является исследование некоторых свойств решений уравнения
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕3

𝜕𝑥3𝑖
− 𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0 (1)

в области 𝐷 = {(𝑥𝑖; 𝑡) : −∞ < 𝑥𝑖 <∞, 0 < 𝑡 6 𝑇}, с начальным условием

𝑢(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 0) = 𝜙(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), −∞ < 𝑥𝑖 <∞. (2)

Если в (1) 𝑛 = 1, то мы получаем уравнение

𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑡 = 0, (3)

которое было исследовано в работе [2]. В этой работе были построены фундаментальное
решение для уравнения (3) и теория потенциалов, а также разработан метод исследова-
ния краевых задач и задачи Коши для уравнения (3). Позднее решение задачи Коши для
уравнения (3) было построено в работе [16] в более широком классе и были изучены неко-
торые его свойства. Далее, этим же методом было построено решение задачи Коши для
уравнения высокого нечетного порядка [15]

𝜕2𝑘+1𝑢

𝜕𝑥2𝑘+1
+ (−1)𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0.

Если в (1) положить 𝑛 = 2, то мы получим уравнение

𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑡 = 0. (4)

Отметим, что решения уравнения (4) и линейного уравнения Захарова–Кузнецова (см. [4],
[5])

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑦𝑦 = 0 (5)
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имеют аналогичные асимптотические свойства на бесконечности. Уравнение Захарова–
Кузнецова (5) является одним из вариантов обобщения уравнения Кортевеге-де-Фриза в
многомерном пространстве и описывает ионно-акустические волновые процессы в плазме
[20]. Решение задачи Коши для уравнения (4) было построено в работе [8].

Класс корректности задачи Коши в классах функций, растущих на бесконечности, впер-
вые был определен в работе А.Н. Тихонова [18] для уравнения теплопроводности. Даль-
нейшее исследование начально-краевых задач для дифференциальных уравнений четного
порядка в классах функций, растущих на бесконечности, выполнено с применением ап-
парата теории обобщенных функций [9, 10, 11, 12, 13, 19]. В настоящее время теория ли-
нейных уравнений четного порядка (например, для линейных уравнений параболического
типа) разработана наиболее полно [3, 14, 17].

В работе [1] было построено фундаментальное решение уравнения (1) в пространстве
R𝑛+1

𝑈(𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2, ..., 𝑥𝑛 − 𝜉𝑛; 𝑡− 𝜏) =

=
1

(𝑡− 𝜏)
𝑛
3

𝑓

(︃
𝑥1 − 𝜉1

(𝑡− 𝜏)
1
3

)︃
...𝑓

(︃
𝑥𝑛 − 𝜉𝑛

(𝑡− 𝜏)
1
3

)︃
, 𝑥𝑖 ̸= 𝜉𝑖, 𝑡 > 𝜏, 𝑖 = 1, 𝑛, (6)

где 𝑓(𝑧) =
∞∫︀
0

𝑐𝑜𝑠(𝜆3 − 𝜆𝑧)𝑑𝜆, −∞ < 𝑧 <∞, — функция Эйри и удовлетворяющая уравне-
нию

𝑓(𝑧) +
1

3
𝑧𝑓(𝑧) = 0. (7)

Для функции 𝑓(𝑧) имеют место следующие соотношения
∞∫︁

−∞

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 𝜋,

0∫︁
−∞

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =
𝜋

3
,

∞∫︁
0

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =
2𝜋

3
. (8)

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть 𝜙(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) кусочно-непрерывная функция с компактным носите-
лем 𝐷(𝑎𝑖,𝑏𝑖) = {𝑥𝑖 : 𝑎𝑖 6 𝑥𝑖 6 𝑏𝑖}, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝐷(𝑎𝑖,𝑏𝑖) ⊂ R𝑛 и имеющая ограниченную
вариацию. Тогда функция

𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) =
1

𝜋𝑛

∫︁
R𝑛

𝑈(𝑥1 − 𝜉1, ..., 𝑥𝑛 − 𝜉𝑛; 𝑡)𝜙(𝜉1, ..., 𝜉𝑛)𝑑𝜉1...𝑑𝜉𝑛

при 𝑡 > 0 удовлетворяет уравнению (1) и для любого 𝑥0𝑖 ∈ (𝑎𝑖, 𝑏𝑖)

lim
𝑡→+0

𝑢(𝑥01, ..., 𝑥
0
𝑛, 𝑡) =

2

3
𝜙(𝑥01 − 0, ..., 𝑥0𝑛 − 0) +

1

3
𝜙(𝑥01 + 0, ..., 𝑥0𝑛 + 0).

Справедливость первой части теоремы сразу следует из свойств фундаментального ре-
шения уравнения (1) и условий теоремы. Доказательство второй части теоремы проводит-
ся по каждой пространственной переменной отдельности. Так как доказательство этой ча-
сти теоремы будет аналогично работе [16] и не вызывает существенных трудностей, здесь
мы не будем на нем останавливаться.

Теорема 2. Пусть функция 𝜙(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) на любой ограниченной области 𝐷(𝑎𝑖,𝑏𝑖) = {𝑥𝑖 :
𝑎𝑖 6 𝑥𝑖 6 𝑏𝑖}, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝐷(𝑎𝑖,𝑏𝑖) ⊂ R𝑛 непрерывна и имеет ограниченную вариацию, а
вариация функции

𝑃 (𝑦) = 𝑦
3
4
+𝛿1𝜓(𝑦) (9)
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ограничена при 𝑦 < 𝑎0 для любого 𝑎0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Кроме того, пусть
𝜙(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∼

∏︀
𝑗 𝜓(𝑥𝑗) exp

{︁
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

∑︀
𝑖 ̸=𝑗 |𝑥𝑖|

3
2
−𝛿2

}︁
, при 𝑥𝑖 → ∞, 𝑥𝑗 < 𝑎𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑖+𝑗 = 𝑛;

𝜙(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∼
∏︀

𝑗 𝜓(𝑥𝑗), при 𝑥𝑗 < 𝑎𝑗, где 𝛿1, 𝛿2− положительные числа. Тогда функция

𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) =
1

𝜋𝑛

∫︁
R𝑛

𝑈(𝑥1 − 𝜉1, ..., 𝑥𝑛 − 𝜉𝑛; 𝑡)𝜙(𝜉1, ..., 𝜉𝑛)𝑑𝜉1...𝑑𝜉𝑛 (10)

при 𝑡 > 0 удовлетворяет уравнению (1) и условию

lim
(𝑥1,...,𝑥𝑛,𝑡)→(𝑥0

1,...,𝑥
0
𝑛,+0)

𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) = 𝜙(𝑥01, ..., 𝑥
0
𝑛). (11)

Доказательство. Докажем первую часть теоремы. С этой целью формально дифферен-
цируя выражение (10) по 𝑥𝑗, имеем

𝜋𝑛𝜕
3𝑢

𝜕𝑥3𝑗
=

∞∫︁
−∞

...

∞∫︁
−∞

𝜕3𝑈(𝑥1 − 𝜉1, ..., 𝑥𝑛 − 𝜉𝑛; 𝑡)

𝜕𝑥3𝑗
𝜙(𝜉1, ..., 𝜉𝑛)𝑑𝜉1...𝑑𝜉𝑛 =

=

∞∫︁
−∞

...

∞∫︁
−∞

𝜕3𝑈(𝜉1, ..., 𝜉𝑛; 𝑡)

𝜕𝑥3𝑗
𝜙(𝑥1 − 𝜉1, ..., 𝑥𝑛 − 𝜉𝑛)𝑑𝜉1...𝑑𝜉𝑛.

С другой стороны,
𝜕3𝑈(𝑥1, ..., 𝑥𝑛; 𝑡)

𝜕𝑥3𝑗
= −𝑡

−1

3

{︀
𝑈 + 𝑥𝑗𝑈𝑥𝑗

}︀
.

При вычислении производных учитывалось соотношение (7). Отсюда получим

𝜋𝑛𝑡
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3𝑗
= −1

3

∞∫︁
−∞

...

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑧1)...𝑓(𝑧𝑛)𝜙
(︁
𝜉1 − 𝑧1𝑡

1
3 , ..., 𝜉𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧1...𝑑𝑧𝑛−

−1

3

∞∫︁
−∞

...

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑧1)...𝑓(𝑧𝑗−1)𝑓(𝑧𝑗+1)...𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧1...𝑑𝑧𝑗−1𝑑𝑧𝑗+1...𝑑𝑧𝑛×

×
∞∫︁

−∞

𝑧𝑓 ′(𝑧𝑗)𝜙
(︁
𝜉1 − 𝑧1𝑡

1
3 , ..., 𝜉𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧𝑗 =

= −1

3
{𝑢𝑗1 + 𝑢𝑗2}, 𝑧𝑗 =

𝑥𝑗 − 𝜉𝑗

𝑡
1
3

. (12)

Докажем, что при выполнении условия теоремы 2 интеграл в правой части (12), полу-
ченный после формального дифференцирования, сходится. Исследуем сходимость инте-
грала (12) при 𝑗 = 1, остальные случаи исследуются аналогичным образом. Для функций
Эйри справедливы следующие соотношения [16]:

𝑓(𝑧) ∼

⎧⎨⎩ |𝑧|− 1
4 exp

(︁
−2

3
|𝑧| 32

)︁(︁√
𝜋 +𝑂

(︁
|𝑧|− 3

2

)︁)︁
,

|𝑧| 14 exp
(︁
−2

3
|𝑧| 32

)︁(︁√
𝜋 +𝑂

(︁
|𝑧|− 3

2

)︁)︁
,

(13)

при достаточно больших отрицательных 𝑧;

𝑓(𝑧) ∼

⎧⎨⎩ 𝑧−
1
4 cos

(︁
2
3
|𝑧| 32 − 𝜋

4

)︁(︁√
𝜋 +𝑂

(︁
|𝑧|− 3

2

)︁)︁
,

𝑧
1
4 sin

(︁
2
3
|𝑧| 32 − 𝜋

4

)︁(︁√
𝜋 +𝑂

(︁
|𝑧|− 3

2

)︁)︁
,

(14)

при достаточно больших положительных 𝑧.
Пусть 𝑗 = 1, 𝑡 ≥ 𝑡0 > 0, 𝑎𝑖 6 𝑥𝑖 6 𝑏𝑖, 𝑖 = 2, 3, ..., 𝑛.
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Сначала исследуем второе слагаемое в правой части (12). Тогда из (12) имеем

𝑢12(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) =

⎧⎨⎩
−𝑟2∫︁

−∞

+

𝑟2∫︁
−𝑟2

+

∞∫︁
𝑟2

⎫⎬⎭ 𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2...

⎧⎨⎩
−𝑟𝑛∫︁

−∞

+

𝑟𝑛∫︁
−𝑟𝑛

+

∞∫︁
𝑟𝑛

⎫⎬⎭ 𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛×

×

⎧⎨⎩
−𝑟1∫︁

−∞

+

𝑟1∫︁
−𝑟1

+

∞∫︁
𝑟1

⎫⎬⎭ 𝑧1𝑓
′(𝑧1)𝜙

(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3 , ..., 𝑥𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧1 =

=

⎧⎨⎩
−𝑟2∫︁

−∞

+

𝑟2∫︁
−𝑟2

+

∞∫︁
𝑟2

⎫⎬⎭ 𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2...

⎧⎨⎩
−𝑟𝑛∫︁

−∞

+

𝑟𝑛∫︁
−𝑟𝑛

+

∞∫︁
𝑟𝑛

⎫⎬⎭ [𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3]𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛, (15)

где 𝑟𝑗–достаточно большие положительные числа. Сначала рассмотрим интегралы содер-
жащие выражение 𝐽1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛; 𝑧2, ..., 𝑧𝑛; 𝑡) при достаточно больших положительных 𝑟1.

Пусть 𝑧∈[−∞;−𝑟𝑖, 𝑖 = 2, 𝑛]. Тогда в силу условия (13) будем иметь
−𝑟2∫︁

−∞

𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2...

−𝑟𝑛∫︁
−∞

𝐽1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛; 𝑧2, ..., 𝑧𝑛; 𝑡)𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛 =

=

−𝑟2∫︁
−∞

𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2...

−𝑟𝑛∫︁
−∞

𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛

−𝑟1∫︁
−∞

𝑧1𝑓
′(𝑧1)𝜙

(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3 , ..., 𝑥𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧1 ∼

∼ 𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟2

𝑧
− 1

4
2 exp

[︃
−𝑧

3
2
2

(︃
2

3
− 𝐶𝑧−𝛿2

2

(︂
𝑥2
𝑧2

+ 𝑡
1
3

)︂ 3
2
−𝛿2
)︃]︃

𝑑𝑧2

⎞⎠× ...

×𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟𝑛

𝑧
− 1

4
𝑛 exp

[︃
−𝑧

3
2
𝑛

(︃
2

3
− 𝐶𝑧−𝛿2

𝑛

(︂
𝑥𝑛
𝑧𝑛

+ 𝑡
1
3

)︂ 3
2
−𝛿2
)︃]︃

𝑑𝑧𝑛

⎞⎠×

×𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟1

𝑧
− 1

4
1 exp

[︃
−𝑧

3
2
1

(︃
2

3
− 𝐶𝑧−𝛿2

1

(︂
𝑥1
𝑧1

+ 𝑡
1
3

)︂ 3
2
−𝛿2
)︃]︃

𝑑𝑧1

⎞⎠ .

Отсюда видно, что этот интеграл равномерно сходится к нулю при 𝑟𝑗 → ∞.
Пусть теперь 𝑧2 ∈ [𝑟2,∞], 𝑧𝑘 ∈ [−∞,−𝑟𝑘], 𝑘 = 3, 𝑛. Тогда в силу (13) и условий теоремы

2 имеем
∞∫︁

𝑟2

𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2

−𝑟3∫︁
−∞

𝑓(𝑧3)𝑑𝑧3...

−𝑟𝑛∫︁
−∞

𝐽1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛; 𝑧2, ..., 𝑧𝑛; 𝑡)𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛 =

=

∞∫︁
𝑟2

𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2

−𝑟3∫︁
−∞

𝑓(𝑧3)𝑑𝑧3...

−𝑟𝑛∫︁
−∞

𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛×

×
−𝑟1∫︁

−∞

𝑧1𝑓
′(𝑧1)𝜙

(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3 , ..., 𝑥𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧1 ∼

∼ 𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟1

𝑧
5
4
1 exp

[︃
−𝑧

3
2
1

(︃
2

3
− 𝐶𝑧−𝛿2

1

(︂
𝑥1
𝑧1

+ 𝑡
1
3

)︂ 3
2
−𝛿2
)︃]︃

𝑑𝑧1

⎞⎠× ...
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×𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟𝑛

𝑧
− 1

4
𝑛 exp

[︃
−𝑧

3
2
𝑛

(︃
2

3
− 𝐶𝑧−𝛿2

𝑛

(︂
𝑥𝑛
𝑧𝑛

+ 𝑡
1
3

)︂ 3
2
−𝛿2
)︃]︃

𝑑𝑧𝑛

⎞⎠×

×
∞∫︁

𝑟2

𝜓
(︁
𝑥2 − 𝑧2𝑡

1
3

)︁
𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2 = 𝐽11(𝑥1, 𝑡)...𝐽1𝑛(𝑥𝑛, 𝑡)𝐽12(𝑥2, 𝑡).

Сходимость интегралов 𝐽11(𝑥1, 𝑡), ..., 𝐽1𝑛(𝑥𝑛, 𝑡) при 𝑟𝑗 → ∞, 𝑗 = 1, 3, .., 𝑛 к нулю очевид-
на. Рассмотрим интеграл 𝐽12(𝑥2, 𝑡).

∞∫︁
𝑟2

𝜓
(︁
𝑥2 − 𝑧2𝑡

1
3

)︁
𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2 ∼

∞∫︁
𝑟2

𝑧
− 1

4
2 cos

(︂
2

3
𝑧

3
2
2 − 𝜋

4

)︂
𝜓
(︁
𝑥2 − 𝑧2𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧2+

+𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟2

𝑧
− 7

4
2 cos

(︂
2

3
𝑧

3
2
2 − 𝜋

4

)︂
𝜓
(︁
𝑥2 − 𝑧2𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧2

⎞⎠ .

Здесь ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

∞∫︁
𝑟2

𝑧
− 1

4
2 cos

(︂
2

3
𝑧

3
2
2 − 𝜋

4

)︂
𝜓
(︁
𝑥2 − 𝑧2𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

∞∫︁
𝑟2

𝑧−1−𝛿1
2 cos

(︂
2

3
𝑧

3
2
2 − 𝜋

4

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑥2
𝑧2

− 𝑡
1
3

⃒⃒⃒⃒− 3
4
−𝛿1 ⃒⃒⃒

𝑥2 − 𝑧2𝑡
1
3

⃒⃒⃒ 3
4
+𝛿1

𝜓
(︁
𝑥2 − 𝑧2𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧2

⃒⃒⃒
6𝑀

∞∫︁
𝑟2

𝑧−1−𝛿1
2 𝑑𝑧2 =

(︂
𝑀

𝛿1

)︂
𝑟−𝛿1
2 ,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

∞∫︁
𝑟2

𝑧
− 7

4
2 cos

(︂
2

3
𝑧

3
2
2 − 𝜋

4

)︂
𝜓
(︁
𝑥2 − 𝑧2𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

∞∫︁
𝑟2

𝑧
− 5

2
−𝛿1

2 cos

(︂
2

3
𝑧

3
2
2 − 𝜋

4

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑥2
𝑧2

− 𝑡
1
3

⃒⃒⃒⃒− 3
4
−𝛿1 ⃒⃒⃒

𝑥2 − 𝑧2𝑡
1
3

⃒⃒⃒ 3
4
+𝛿1

𝜓
(︁
𝑥2 − 𝑧2𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧2

⃒⃒⃒
6𝑀

∞∫︁
𝑟2

𝑧
− 5

2
−𝛿1

2 𝑑𝑧2 =

(︂
𝑀

𝛿1

)︂
𝑟
− 3

2
−𝛿1

2 .

Поэтому интеграл 𝐽12(𝑥2, 𝑡) сходится к нулю при 𝑟2 → ∞.
Аналогичным образом доказывается сходимость остальных интегралов, содержащих

выражение 𝐽1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛, 𝑡).
В дальнейшем нам понадобится следующая теорема.
Теорема 3. (см. [7]). Пусть вариация функции 𝑃 (𝑥) ограничена на интервале (𝑎, 𝑏), и⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝑏∫︁

𝑎

𝑄(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝑀.

Тогда ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑏∫︁
𝑎

𝑄(𝑥)𝑃 (𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝑀

{︀
|𝑃 (𝑥)| + 𝑉 𝑏

𝑎 (𝑃 (𝑥))
}︀
,
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где 𝑉 𝑏
𝑎−вариация функции на интервале (𝑎, 𝑏).

Рассмотрим теперь интегралы, содержащие выражение 𝐽3(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛, 𝑡) при до-
статочно больших положительных 𝑟1.

Пусть 𝑧′𝑖 ∈ [−∞,−𝑟′𝑖]. Тогда в силу (13) и условий теоремы 2 имеем
−𝑟2∫︁

−∞

𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2...

−𝑟𝑛∫︁
−∞

𝐽3(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛, 𝑡)𝑑𝑧𝑛 =

=

−𝑟2∫︁
−∞

𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2...

−𝑟𝑛∫︁
−∞

𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛

∞∫︁
𝑟1

𝑧1𝑓
′(𝑧1)𝜙

(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3 , ..., 𝑥𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧1 ∼

∼ 𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟2

𝑧
− 1

4
2 exp

[︃
−𝑧

3
2
2

(︃
2

3
− 𝐶𝑧−𝛿2

2

(︂
𝑥2
𝑧2

+ 𝑡
1
3

)︂ 3
2
−𝛿2
)︃]︃

𝑑𝑧2

⎞⎠× ...

×𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟𝑛

𝑧
− 1

4
𝑛 exp

[︃
−𝑧

3
2
𝑛

(︃
2

3
− 𝐶𝑧−𝛿2

𝑛

(︂
𝑥𝑛
𝑧𝑛

+ 𝑡
1
3

)︂ 3
2
−𝛿2
)︃]︃

𝑑𝑧𝑛

⎞⎠×

×
∞∫︁

𝑟1

𝜓
(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3

)︁
𝑧1𝑓

′(𝑧1)𝑑𝑧1 = 𝐽32(𝑥2, 𝑡)...𝐽3𝑛(𝑥𝑛, 𝑡)𝐽31(𝑥1, 𝑡).

Сходимость интеграла 𝐽32(𝑥2, 𝑡), ..., 𝐽3𝑛(𝑥𝑛, 𝑡) при 𝑟′𝑖 → ∞ к нулю очевидна. Рассмотрим
интеграл 𝐽31(𝑥1, 𝑡)

∞∫︁
𝑟1

𝜓(𝑥1 − 𝑧1𝑡
1
3 )𝑧1𝑓

′(𝑧1)𝑑𝑧1 ∼
∞∫︁

𝑟1

𝑧
5
4
1 sin

(︂
2

3
𝑧

3
2
1 − 𝜋

4

)︂
𝜓
(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧1+

+𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟1

𝑧
− 1

4
1 sin

(︂
2

3
𝑧

3
2
2 − 𝜋

4

)︂
𝜓
(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧1

⎞⎠ .

Сходимость второго интеграла к нулю при 𝑟1 → ∞ в правой части этого выражения
очевидна. Поэтому нам достаточно исследовать первый интеграл в правой части этого
выражения

∞∫︁
𝑟1

𝑧
5
4
1 sin

(︂
2

3
𝑧

3
2
1 − 𝜋

4

)︂
𝜓
(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧1 =

=

∞∫︁
𝑟1

𝑧
1
2
−𝛿1

1 sin

(︂
2

3
𝑧

3
2
1 − 𝜋

4

)︂(︂
𝑥1
𝑧1

− 𝑡
1
3

)︂− 3
4
−𝛿1 (︁

𝑥1 − 𝑧1𝑡
1
3

)︁ 3
4
+𝛿1

𝜓
(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧1 =

=
2

3

∞∫︁
𝜌

𝜐−
2
3
𝛿1 sin

(︂
2

3
𝜐 − 𝜋

4

)︂
𝜇(𝜐)

{︂(︁
𝑥1 − 𝜐

2
3 𝑡

1
3

)︁ 3
4
+𝛿1

𝜓
(︁
𝑥1 − 𝜐

2
3 𝑡

1
3

)︁}︂
𝑑𝜐,

где 𝜌 = 𝑟
3
2
1 , 𝜇(𝜐) =

(︁
𝑥1

𝜐
2
3
− 𝑡

1
3

)︁− 3
4
−𝛿1

.
Абсолютное значение этого интеграла при достаточно больших положительных 𝑟1 огра-

ничено следующим выражением
2

3

{︂⃒⃒⃒
𝑥1 − 𝑟1𝑡

1
3

⃒⃒⃒ 3
4
+𝛿1
⃒⃒⃒
𝜓
(︁
𝑥1 − 𝑟1𝑡

1
3

)︁⃒⃒⃒
+
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+𝑉

[︂(︁
𝑥1 − 𝜐

2
3 𝑡

1
3

)︁ 3
4
+𝛿1

𝜓
(︁
𝑥1 − 𝜐

2
3 𝑡

1
3

)︁
; 𝜐 ≥ 𝑟

3
2
1

]︂}︂
×

× sup

⎧⎨⎩
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑛∫︁
𝑚

𝜐−
2
3
𝛿1 sin

(︂
2

3
𝜐 − 𝜋

4

)︂
𝑑𝜐

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎫⎬⎭ ,

где 𝑟
3
2
1 6 𝑚 < 𝑛.

Существование интегралов (см.[6])
∞∫︁
0

𝑥𝑝 sin(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥 = 𝑎
1

𝑝+1 Γ(1 + 𝑝) cos
(︁
𝑏+

𝑝𝜋

2

)︁
, 𝑎 > 0, −1 < 𝑝 < 0,

∞∫︁
0

𝑥𝑝 cos(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥 = −𝑎
1

𝑝+1 Γ(1 + 𝑝) sin
(︁
𝑏+

𝑝𝜋

2

)︁
, 𝑎 < 0, −1 < 𝑝 < 0

означает, что выражение под знаком sup сходится к нулю при 𝑟1 → ∞. Следовательно,
интеграл 𝐽31(𝑥1, 𝑡) равномерно стремится к нулю при 𝑟1 → ∞.

Пусть теперь 𝑧2 ∈ [𝑟2,∞), 𝑧𝑘 ∈ (−∞,−𝑟𝑘], 𝑘 = 3, 𝑛. Тогда в силу (13) и условий теоремы
2 имеем

∞∫︁
𝑟2

𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2

−𝑟3∫︁
−∞

𝑓(𝑧3)𝑑𝑧3...

−𝑟𝑛∫︁
−∞

𝐽3(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛, 𝑡)𝑑𝑧𝑛 =

=

∞∫︁
𝑟2

𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2...

−𝑟𝑛∫︁
−∞

𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛

∞∫︁
𝑟1

𝑧1𝑓
′(𝑧1)𝜙

(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3 , ..., 𝑥𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3

)︁
𝑑𝑧1 ∼

∼ 𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟3

𝑧
− 1

4
3 exp

[︃
−𝑧

3
2
3

(︃
2

3
− 𝐶𝑧−𝛿2

3

(︂
𝑥3
𝑧3

+ 𝑡
1
3

)︂ 3
2
−𝛿2
)︃]︃

𝑑𝑧3

⎞⎠× ...

×𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟𝑛

𝑧
− 1

4
𝑛 exp

[︃
−𝑧

3
2
𝑛

(︃
2

3
− 𝐶𝑧−𝛿2

𝑛

(︂
𝑥𝑛
𝑧𝑛

+ 𝑡
1
3

)︂ 3
2
−𝛿2
)︃]︃

𝑑𝑧𝑛

⎞⎠×

×
∞∫︁

𝑟2

𝜓
(︁
𝑥2 − 𝑧2𝑡

1
3

)︁
𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2

∞∫︁
𝑟1

𝜓
(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3

)︁
𝑧1𝑓

′(𝑧1)𝑑𝑧1 =

= 𝐽33(𝑥2, 𝑡)...𝐽3𝑛(𝑥𝑛, 𝑡)𝐽32(𝑥2, 𝑡)𝐽31(𝑥1, 𝑡).

Сходимость интегралов 𝐽33(𝑥2, 𝑡), ..., 𝐽3𝑛(𝑥𝑛, 𝑡), 𝐽32(𝑥2, 𝑡), 𝐽31(𝑥1, 𝑡) следует из (16) и тео-
ремы 3.

Аналогичным образом доказывается сходимость интегралов, содержащих выражение
𝐽3(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑧1, ..., 𝑧𝑛, 𝑡).

Таким образом, мы доказали, что интеграл (12) равномерно сходится в 𝐷(𝑎𝑖,𝑏𝑖). Следова-
тельно, в силу произвольности 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 и 𝑡0 можно утверждать, что интеграл (12) равномерно
сходится в 𝐷.

Докажем теперь верность соотношения (11). Для этого мы рассмотрим функции
𝜙(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) с компактным носителем. Предположим, что 𝑎𝑖 + 1 6 𝑥0𝑖 6 𝑏𝑖 − 1. Положим
𝜙(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = Φ(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)𝜙(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), где

Φ(𝑎𝑖, 𝑏𝑖) =

{︂
1, если 𝑥𝑖 ∈ 𝐷(𝑎𝑖,𝑏𝑖),
0, если 𝑥𝑖 ̸∈ 𝐷(𝑎𝑖,𝑏𝑖).

.
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Пусть

�̄�(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) =
1

𝜋𝑛

∫︁
R𝑛

𝑈(𝑥1 − 𝜉1, ..., 𝑥𝑛 − 𝜉𝑛; 𝑡)𝜙(𝜉1, ..., 𝜉𝑛)𝑑𝜉1...𝑑𝜉𝑛.

Рассмотрим разность

𝜐(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) = 𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) − �̄�(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡), 𝑎𝑖 + 1 6 𝑥𝑖 6 𝑏𝑖 − 1.

Тогда

𝜐(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) =

−𝑘1∫︁
−∞

𝑓(𝑧1)𝑑𝑧1...

−𝑘𝑛∫︁
−∞

𝑓(𝑧𝑛)𝜙(𝑥1 − 𝑧1𝑡
1
3 , ..., 𝑥𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3 )𝑑𝑧𝑛+

+

∞∫︁
ℎ1

𝑓(𝑧1)𝑑𝑧1...

∞∫︁
ℎ𝑛

𝑓(𝑧𝑛)𝜙(𝑥1 − 𝑧1𝑡
1
3 , ..., 𝑥𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3 )𝑑𝑧𝑛 =

= 𝜐1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) + 𝜐2(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡), (16)
где 𝑘𝑖 = (𝑏𝑖 − 𝑥𝑖)𝑡

− 1
3 , ℎ𝑖 = (𝑥𝑖 − 𝑎𝑖)𝑡

− 1
3 .

В силу соотношений (13) и условий теоремы 2 для достаточно больших 𝑘𝑖 получаем

𝜐1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) = 𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑘1

𝑧
− 1

4
1 exp

(︂
−2

3
𝑧

3
2
1 + 𝐶

(︁
𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3

)︁ 3
2
−𝛿2
)︂
𝑑𝑧1

⎞⎠× ...

×𝑂

⎛⎝ ∞∫︁
𝑘1

𝑧
− 1

4
𝑛 exp

(︂
−2

3
𝑧

3
2
𝑛 + 𝐶

(︁
𝑥𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3

)︁ 3
2
−𝛿2
)︂
𝑑𝑧𝑛

⎞⎠ .

Отсюда видно, что 𝜐1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) стремится к нулю при 𝑡→ +0, 𝑘𝑖 → ∞.
В силу теоремы 3 второй интеграл в (16) оценивается следующим образом

|𝜐2(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡)| 6
{︁⃒⃒⃒
𝜙(𝑥1 − ℎ1𝑡

1
3 ...𝑥𝑛 − ℎ𝑛𝑡

1
3 )
⃒⃒⃒
+

+𝑉
(︁
𝜙(𝑥1 − 𝑧1𝑡

1
3 ...𝑥𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3 ); 𝑧𝑖 ≥ ℎ𝑖

)︁}︁
𝐴(𝛼𝑖, 𝛽𝑖),

где

𝐴(𝛼𝑖, 𝛽𝑖) = sup

⎧⎨⎩
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝛽1∫︁
𝛼1

𝑓(𝑧1)𝑑𝑧1...

𝛽𝑛∫︁
𝛼𝑛

𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ : ℎ𝑖 6 𝛼𝑖 6 𝛽𝑖

⎫⎬⎭ .

При выполнении условий теоремы 2 первый множитель есть ограниченная величина. Те-
перь исследуем 𝐴(𝛼𝑖, 𝛽𝑖) при достаточно больших ℎ𝑖 6 𝛼𝑖 6 𝛽𝑖. Имеем

𝛽1∫︁
𝛼1

𝑓(𝑧1)𝑑𝑧1...

𝛽𝑛∫︁
𝛼𝑛

𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛.

Оценим первый интеграл, а остальные интегралы оцениваются аналогичным образом
𝛽1∫︁

𝛼1

𝑓(𝑧1)𝑑𝑧1 ∼
𝛽1∫︁

𝛼1

𝑧
− 1

4
1 cos

(︂
2

3
𝑧

3
2
1 − 𝜋

4

)︂(︁√
𝜋 +𝑂

(︁
𝑧
− 3

2
1

)︁)︁
𝑑𝑧1 ∼

∼
𝜏∫︁

𝛾

𝜈−
1
2 cos

(︂
2

3
𝜈 − 𝜋

4

)︂(︀√
𝜋 +𝑂

(︀
𝜈−1
)︀)︀
𝑑𝜈, (17)

где 𝛾 = 𝛼
3
2
1 , 𝜏 = 𝛽

3
2
1 .
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Первое слагаемое в (17) оценивается следующим образом:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜏∫︁
𝛾

𝜈−
1
2 cos

(︂
2

3
𝜈 − 𝜋

4

)︂
𝑑𝜈

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐶

⃒⃒⃒⃒
𝜈−

1
2 sin

(︂
2

3
𝜈 − 𝜋

4

)︂⃒⃒⃒⃒𝜈=𝜏

𝜈=𝛾

+

+𝐶

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝜏∫︁
𝛾

𝜈−
3
2 sin

(︂
2

3
𝜈 − 𝜋

4

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 6 𝛾−
1
2 + 𝜏−

1
2 + 𝐶

(︁
𝛾−

1
2 − 𝜏−

1
2

)︁
.

Второе слагаемое оценивается следующим выражением 2
(︁
𝛾−

1
2 − 𝜏−

1
2

)︁
. Окончательно

имеем

sup

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝛽1∫︁
𝛼1

𝑓(𝑧1)𝑑𝑧1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐶

(︁
𝛽
− 3

4
1 + 𝛼

− 3
4

1

)︁
.

Следовательно, при 𝑡→ +0, ℎ𝑖 → ∞ интеграл (17) равномерно сходится к нулю.

С помощью этой теоремы можно исследовать характер роста решений 𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡)
задачи. Для простоты исследование проводим по переменной 𝑥1.

Из (10), для достаточно больших положительных чисел 𝑟1 имеем

𝑢(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) =
1

𝜋𝑛

∫︁
R𝑛

𝑈(𝑥1 − 𝜉1, ..., 𝑥𝑛 − 𝜉𝑛; 𝑡)𝜙(𝜉1, ..., 𝜉𝑛)𝑑𝜉1...𝑑𝜉𝑛 =

=
1

𝜋𝑛

∫︁
R𝑛

𝑈(𝜉1, ..., 𝜉𝑛; 𝑡)𝜙(𝜉1 − 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 − 𝜉𝑛)𝑑𝜉1...𝑑𝜉𝑛 =

=

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑧2)𝑑𝑧2...

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑧𝑛)𝑑𝑧𝑛

⎧⎨⎩
−𝑟1∫︁

−∞

+

𝑟1∫︁
−𝑟1

+

∞∫︁
𝑟1

⎫⎬⎭ 𝑓(𝑧1)𝜙(𝑥1 − 𝑧1𝑡
1
3 , ..., 𝑥𝑛 − 𝑧𝑛𝑡

1
3 )𝑑𝑧1 =

= 𝑢1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) + 𝑢2(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) + 𝑢3(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡).

Учитывая (13), (14) и условия теоремы 2, имеем

|𝑢1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡)| 6 𝐾 exp
{︁
|𝑥1|

3
2
−𝛿2
}︁
, (18)

|𝑢3(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡)| 6𝑀 |𝑥1|−
3
4
−𝛿1 . (19)

Так как 𝑢2(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑡) ограниченная функция, из оценок (18), (19) следует, что решение
задачи Коши может экспоненциально расти на бесконечности, и порядок роста не превос-
ходит exp

{︁
|𝑥1|

3
2
−𝛿2
}︁

, где 𝛿2 > 0.
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