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Аннотация. Для исследования спектральных свойств оператора Штурма—Лиувилля,
порожденного дифференциальным выражением 𝑙(𝑦) = −𝑦′′ − 𝑣𝑦 с комплексным по-
тенциалом 𝑣, и определяемого периодическими краевыми условиями 𝑦(0) = 𝑦(2𝜋),
𝑦′(0) = 𝑦′(2𝜋), используется метод подобных операторов. Получены результаты об
асимптотике спектра оператора.
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1. Введение

Пусть 𝐿2[0, 2𝜋] — гильбертово пространство комплексных измеримых на [0, 2𝜋] и сум-
мируемых с квадратом модуля функций со скалярным произведением вида:

(𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋

2𝜋∫︀
0

𝑥(𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿2[0, 2𝜋].

Через 𝑊 2
2 [0, 2𝜋] обозначим пространство Соболева {𝑦 ∈ 𝐿2[0, 2𝜋] : 𝑦′ абсолютно непрерыв-

на и 𝑦′′ ∈ 𝐿2[0, 2𝜋]}.
Рассматривается одномерный оператор Штурма-Лиувилля 𝐿 : 𝐷(𝐿) ⊂ 𝐿2[0, 2𝜋] → 𝐿2[0, 2𝜋],

который определяется дифференциальным выражением
𝑙(𝑦) = −𝑦′′ − 𝑣𝑦,

с областью определения 𝑦 ∈ 𝐷(𝐿) = {𝑦 ∈ 𝑊 2
2 [0, 2𝜋] : 𝑦(0) = 𝑦(2𝜋), 𝑦′(0) = 𝑦′(2𝜋)} , задавае-

мой периодическими краевыми условиями. Предполагается, что потенциал 𝑣 принадлежит
𝐿2[0, 2𝜋] и 𝑣(𝑡) =

∑︀
𝑘∈Z

𝑣𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡, 𝑡 ∈ [0, 2𝜋], – его ряд Фурье.

Оператор 𝐿 представим в виде 𝐿 = 𝐴 − 𝐵, где оператор 𝐴 :
𝐷(𝐴) = 𝐷(𝐿) ⊂ 𝐿2[0, 2𝜋] → 𝐿2[0, 2𝜋] задаётся дифференциальным выражением

𝑙0(𝑦) = −𝑦′′,

а оператор 𝐵 — оператор умножения на потенциал 𝑣. Он корректно определён, в силу
условия 𝐷(𝐵) ⊃ 𝐷(𝐴). Оператор 𝐵 будет играть роль возмущения.

Оператор 𝐴 является самосопряженным с компактной резольвентой. Его спектр 𝜎(𝐴)

имеет вид: 𝜎(𝐴) = {𝑛2, 𝑛 ∈ Z+ = N∪{0}}, 𝐸0
𝑛 = 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝑒(1)𝑛 , 𝑒

(2)
𝑛 } – собственное подпростран-

ство для собственного значения 𝑛2 , 𝑛 ̸= 0 , где 𝑒
(1)
𝑛 (𝑡) = 𝑒𝑛(𝑡) = 𝑒𝑖𝑛𝑡, 𝑒

(2)
𝑛 (𝑡) = 𝑒−𝑛(𝑡) = 𝑒−𝑖𝑛𝑡;

𝐸0
0 = {𝛼}, 𝛼 ∈ C.
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В данной статье для исследования спектральных свойств оператора Штурма-Лиувилля
используется метод подобных операторов, разработанный в [1]–[6]. Суть этого метода со-
стоит в преобразовании подобия исследуемого оператора в оператор, спектральные свой-
ства которого близки к спектральным свойствам невозмущенного оператора. Таким обра-
зом существенно упрощается изучение исследуемого оператора 𝐿.

Одним из основных результатов статьи является теорема 1, в которой получена уточ-
ненная асимптотика собственных значений оператора 𝐿. В доказательстве этой теоремы
используются следующие двусторонние последовательности комплексных чисел:

𝑐𝑛,𝑛 =
∑︁
𝑗∈Z

|𝑗|̸=|𝑛|

𝑣𝑛−𝑗
𝑣𝑗−𝑛

𝑗2 − 𝑛2
, 𝑐−𝑛,−𝑛 =

∑︁
𝑗∈Z

|𝑗|̸=|𝑛|

𝑣−(𝑛+𝑗)
𝑣𝑗+𝑛

𝑗2 − 𝑛2
,

𝑐−𝑛,𝑛 =
∑︁
𝑗∈Z

|𝑗|̸=|𝑛|

𝑣−(𝑛+𝑗)
𝑣𝑗−𝑛

𝑗2 − 𝑛2
, 𝑐𝑛,−𝑛 =

∑︁
𝑗∈Z

|𝑗|̸=|𝑛|

𝑣𝑛−𝑗
𝑣𝑗+𝑛

𝑗2 − 𝑛2
, 𝑛 ∈ Z.

Отметим, что 𝑐𝑛,𝑛 = 𝑐−𝑛,−𝑛.
Теорема 1. Существует число 𝑚 ∈ Z+ такое, что спектр оператора 𝐿 представим

в виде

𝜎(𝐿) = 𝜎(𝑚)

⋃︁(︃ ⋃︁
𝑛≥𝑚+1

𝜎𝑛

)︃
, (1)

где 𝜎(𝑚) — конечное множество с числом элементов, не превосходящим 2𝑚+1, а множе-
ства 𝜎𝑛 = {𝜆+

𝑛 , 𝜆
−
𝑛 }, 𝑛 ≥ 𝑚+ 1, не более чем двухточечные и определяются равенствами

𝜆±
𝑛 = 𝑛2 + 𝑣0 −

1

2𝑛

∑︁
𝑘∈Z
𝑘 ̸=0

𝑣𝑘𝑣−𝑘

𝑘
±√

𝑣2𝑛𝑣−2𝑛 +
𝛽±
𝑛√
𝑛
, 𝑛 ≥ 𝑚 + 1, (2)

где последовательность 𝛽±
𝑛 обладает свойством

∑︀
𝑛≥𝑚+1

|𝛽±
𝑛 |

4
3 < ∞.

Отметим, что в статье В.Ткаченко [7; теорема 3.6] была приведена асимптотика спектра
оператора 𝐿 вида:

𝜆±
𝑛 = 𝑛2 + 𝑣0 + 𝛼±

𝑛 , 𝑛 → ∞, (3)

где 𝑣0 = 1
2𝜋

2𝜋∫︀
0

𝑣(𝑡)𝑑𝑡— среднее потенциала 𝑣, а
∞∑︀
𝑛=0

|𝛼±
𝑛 |2 < ∞.

Асимптотика спектра из теоремы 1 является более точной по порядку, по сравнению с
асимптотикой в формуле (3), так как выписывается еще одно вычислимое приближение,
за счет которого повышается порядок остатка.

В случае вещественного потенциала 𝑣, асимптотика спектра оператора 𝐿 приводилась в
монографии Марченко В.А. [8; теорема 1.5.2]. Если потенциал 𝑣 вещественный, то имеет
место

Теорема 2. Существует число 𝑚 ∈ Z+ такое, что спектр оператора 𝐿 представим
в виде

𝜎(𝐿) = 𝜎(𝑚)

⋃︁(︃ ⋃︁
𝑛≥𝑚+1

𝜎𝑛

)︃
, (4)

где 𝜎(𝑚) — конечное множество с числом элементов, не превосходящим 2𝑚+1, а множе-
ства 𝜎𝑛 = {𝜆+

𝑛 , 𝜆
−
𝑛 }, 𝑛 ≥ 𝑚+ 1, не более чем двухточечные и определяются равенствами

𝜆±
𝑛 = 𝑛2 + 𝑣0 −

1

2𝑛

∑︁
𝑘∈Z
𝑘 ̸=0

|𝑣𝑘|2

𝑘
± |𝑣2𝑛| +

𝛽±
𝑛

𝑛
, 𝑛 ≥ 𝑚 + 1, (5)

где последовательность 𝛽±
𝑛 обладает свойством

∑︀
𝑛≥𝑚+1

|𝛽±
𝑛 | < ∞.
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2. Предварительные преобразования подобия

Пусть ℋ – сепарабельное гильбертово пространство. Через Endℋ обозначим банахову
алгебру линейных ограниченных операторов, действующих в ℋ. Компактный оператор
𝑋 ∈ Endℋ называется оператором Гильберта–Шмидта (см.[9], с.138), если след самосопря-
жённого оператора 𝑋𝑋* конечен, т.е. 𝑡𝑟(𝑋𝑋*) < ∞. Совокупность операторов Гильберта–
Шмидта образует двусторонний идеал S2(ℋ)(см.[9], с.138) из алгебры Endℋ. Идеал S2(ℋ)
является гильбертовым пространством со скалярным произведением < 𝑋, 𝑌 >= 𝑡𝑟(𝑋, 𝑌 *),
𝑋, 𝑌 ∈ S2(ℋ).

Символом ‖𝑋‖2 обозначается норма Гильберта–Шмидта оператора 𝑋 ∈ S2(ℋ), т.е.
‖𝑋‖22 = 𝑡𝑟(𝑋𝑋*). Отметим, что если 𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑛, ...— произвольный ортонормированный
базис в ℋ, то оператор 𝑋 ∈ Endℋ является оператором Штурма-Лиувилля тогда и только
тогда, когда ‖𝑋‖22 =

∑︀
𝑖,𝑗≥1

|(𝑋𝑒𝑗, 𝑒𝑖)|2 < ∞ (см.[9], с.138). Здесь можно ввести идеал S1(ℋ)

ядерных операторов.

Определение 1. Два линейных оператора 𝒜𝑖 : 𝐷(𝒜𝑖) ⊂ ℋ → ℋ, 𝑖 = 1, 2, называются
подобными, если существует непрерывно обратимый оператор 𝑈 ∈ 𝐸𝑛𝑑ℋ такой, что
𝑈𝐷(𝒜2) = 𝐷(𝒜1) и 𝒜1𝑈𝑥 = 𝑈𝒜2𝑥 ,𝑥 ∈ 𝐷(𝒜2). Оператор 𝑈 называется оператором
преобразования оператора 𝒜1 в 𝒜2.

Важно отметить, что подобные операторы имеют одинаковый спектр. Этот факт посто-
янно используется здесь при приводимых преобразованиях подобия.

Вернемся к рассмотрению дифференциального оператора 𝐿 = 𝐴 − 𝐵. Далее рас-
сматривается гильбертово пространство ℋ = 𝐿2[0, 2𝜋] и система ортопроекторов
𝑃𝑛 : 𝐿2[0, 2𝜋] → 𝐿2[0, 2𝜋], 𝑛 ∈ Z+, вида:

𝑃𝑛𝑥 = (𝑥, 𝑒𝑛)𝑒𝑛 + (𝑥, 𝑒−𝑛)𝑒−𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑃0𝑥 = (𝑥, 𝑒0)𝑒0. (6)
Отметим, что 𝐴𝑃𝑛 = 𝜆𝑛𝑃𝑛, 𝑛 ≥ 0.

Символом Γ𝐵 обозначим оператор Гильберта–Шмидта

((Γ𝐵)𝑥)(𝑠) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝐺(𝑠, 𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏, 𝑥 ∈ ℋ,

где

𝐺(𝑠, 𝜏) =

{︂
1
4
(−𝑢( 𝑠+𝜏

2
) + 2( 𝑠−𝜏

2𝜋
)𝑢2(

𝑠+𝜏
2

)), 𝜏 6 𝑠,
1
4
(𝑢( 𝑠+𝜏

2
) + 2( 𝑠−𝜏

2𝜋
)𝑢2(

𝑠+𝜏
2

)), 𝜏 > 𝑠,
(7)

𝑢(𝑠) = 𝑢1(𝑠) + 𝑢2(𝑠), 𝑢1(𝑠) =
∑︀

𝑘∈2Z+1
𝑘 ̸=0

𝑣𝑘
𝑖𝑘
𝑒𝑖𝑘𝑠, 𝑢2(𝑠) =

∑︀
𝑘∈2Z
𝑘 ̸=0

𝑣𝑘
𝑖𝑘
𝑒𝑖𝑘𝑠.

В дальнейшем, делается предположение 𝑣0 = 1
2𝜋

2𝜋∫︀
0

𝑣(𝑡)𝑑𝑡 = 0, которое не является огра-
ничительным, так как сдвиг потенциала на постоянную сдвигает спектр на ту же постоян-
ную и не меняет его собственных функций. Однако в формулировке теорем об асимптотике
собственных значений эта постоянная учитывается.

В лемме 1 используется наряду с Γ𝐵 оператор 𝐽𝐵 ∈ S2(ℋ) вида

((𝐽𝐵)𝑥)(𝑠) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑣(𝑠 + 𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏, 𝑥 ∈ ℋ.

Пусть 𝑘 ∈ Z+. Введем в рассмотрение операторы, где используется проектор 𝑃𝑘, опре-
деленный равенством (6),

𝐽𝑘𝐵 = 𝐽𝐵 − 𝐽(𝑃(𝑘)𝐵𝑃(𝑘)) + 𝑃(𝑘)𝐵𝑃(𝑘), (8)

Γ𝑘𝐵 = Γ𝐵 − Γ(𝑃(𝑘)𝐵𝑃(𝑘)), (9)
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где 𝑃(𝑘) =
∑︀
|𝑗|6𝑘

𝑃𝑗.

Ясно, что 𝐽0𝐵 = 𝐽𝐵,Γ0𝐵 = Γ𝐵. Из определения операторов 𝐽𝑘𝐵 и Γ𝑘𝐵 получаем
следующие представления

𝐽𝑘𝐵 = 𝐽𝐵 − 𝑃(𝑘)𝐽𝐵𝑃(𝑘) + 𝑃(𝑘)𝐵𝑃(𝑘), Γ𝑘𝐵 = Γ𝐵 − (𝑃(𝑘)Γ𝐵𝑃(𝑘)), (10)

из которых следует, что 𝐽𝑘𝐵,Γ𝑘𝐵 ∈ S2(ℋ) для всех 𝑘 ≥ 0.
Доказательство следующей леммы фактически дублирует доказательство леммы 7 ста-

тьи [6].

Лемма 1. Операторы Γ𝐵, 𝐽𝐵,𝐵 удовлетворяют следующим условиям:
(a)Γ𝐵 ∈ 𝐸𝑛𝑑ℋ и ‖Γ𝐵‖ < 1; (b)(Γ𝐵)𝐷(𝐴) ⊂ 𝐷(𝐴); (c)𝐵Γ𝐵, (Γ𝐵)𝐽𝐵 ∈ S2(ℋ); (d)

𝐴(Γ𝐵)𝑥 − (Γ𝐵)𝐴𝑥 = 𝐵𝑥 − (𝐽𝐵)𝑥, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴); (e) для любого 𝜀 > 0 существует число
𝜆𝜀 ∈ 𝜌(𝐴), такое, что ‖𝐵(𝐴− 𝜆𝜀𝐼)−1‖ < 𝜀.

Доказательство следующей теоремы проводится аналогичным образом, что и в теореме
2 статьи [6].

Теорема 3. Если число 𝑘 ∈ Z+ таково, что

‖Γ𝑘𝐵‖2 < 1, (11)

то оператор 𝐿 = 𝐴−𝐵, где 𝐴 = 𝐿0, 𝐵 — оператор умножения на потенциал 𝑣, подобен
оператору ̃︀𝐿 = 𝐿0 − ̃︀𝐵,

где ̃︀𝐵 = ̃︀𝐵𝑘 = 𝐽𝑘𝐵 + (𝐼 + Γ𝑘𝐵)−1(𝐵Γ𝑘𝐵 − (Γ𝑘𝐵)𝐽𝑘𝐵),

причем имеет место равенство

(𝐴−𝐵)(𝐼 + Γ𝑘𝐵) = (𝐼 + Γ𝑘𝐵)(𝐴− ̃︀𝐵). (12)

Операторы 𝐽𝑘𝐵,Γ𝑘𝐵,𝐵Γ𝑘𝐵, (Γ𝑘𝐵)(𝐽𝑘𝐵), ̃︀𝐵, ̃︀𝐵𝑘 являются операторами
Гильберта–Шмидта из S2(𝐿2[0, 2𝜋]), оператор ̃︀𝐵 из (12) представим в виде̃︀𝐵 = 𝐽𝐵 + 𝐵Γ𝐵 − (Γ𝐵)𝐽𝐵 + 𝐶 ∈ S2(𝐿2[0, 2𝜋]), (13)

где оператор 𝐶 принадлежит идеалу S1(𝐿2,𝜋) ядерных операторов [9], определенных на
𝐿2[0, 2𝜋].

Полученный в теореме 3 результат позволяет свести изучение оператора 𝐿 = 𝐴 − 𝐵

к изучению оператора 𝐴 − ̃︀𝐵, где оператор ̃︀𝐵, есть оператор Гильберта–Шмидта. Таким
образом, 𝜎(𝐴−𝐵) = 𝜎(𝐴− ̃︀𝐵).

Для формулировки теоремы 4 введем в рассмотрение трансформаторы (т.е. ли-
нейные операторы в пространстве линейных операторов; терминология М.Г.Крейна)
𝐽,Γ : S2(𝐿2[0, 2𝜋]) → S2(𝐿2[0, 2𝜋]) со следующими свойствами:

1) 𝐽– проектор, ‖𝐽‖ = 1, и он представим в виде безусловно сходящегося в равномерной
операторной топологии ряда

𝐽𝑋 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑃𝑛𝑋𝑃𝑛 = 𝑋0, 𝑋 ∈ S2(𝐿2[0, 2𝜋]). (14)

2) Трансформатор Γ на любом операторе 𝑋 ∈ S2(𝐿2[0, 2𝜋]) корректно определен равен-
ством (см. [6])

Γ𝑋 =
∑︁
𝑖,𝑗≥0
𝑖 ̸=𝑗

𝑃𝑖𝑋𝑃𝑗

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗

. (15)
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Из (14) и (15) следует, что

‖𝐽𝑋‖22 =
∞∑︁
𝑛=0

‖𝑃𝑛𝑋𝑃𝑛‖ 6 ‖𝑋‖22, ‖Γ𝑋‖22 =
∑︁
𝑖,𝑗≥0
𝑖 ̸=𝑗

‖𝑃𝑖𝑋𝑃𝑗‖22
|𝜆𝑖 − 𝜆𝑗|2

6 𝛾−1
0 ‖𝑋‖22,

где 𝛾0 = inf
𝑖 ̸=𝑗

𝑖,𝑗≥𝑚

|𝜆𝑖 − 𝜆𝑗|.

Далее рассмотрим последовательности трансформаторов (𝐽𝑚), (Γ𝑚),𝑚 ∈ Z+, опреде-
ленные равенствами

𝐽𝑚𝑋 = 𝑃(𝑚)𝑋𝑃(𝑚) +
∑︁

|𝑘|≥𝑚+1

𝑃𝑘𝑋𝑃𝑘 = 𝐽(𝑋 − 𝑃(𝑚)𝑋𝑃(𝑚)) + 𝑃(𝑚)𝑋𝑃(𝑚),

Γ𝑚𝑋 = Γ(𝑋 − 𝑃(𝑚)𝑋𝑃(𝑚)),

где 𝑋 ∈ S2(ℋ). Отметим, что 𝐽𝑚– проектор. Поскольку он является самосопряженным
оператором, то ‖𝐽𝑚‖ = 1. Трансформатор Γ𝑚 является антисамосопряженным операто-
ром, т.е. Γ*

𝑚 = −Γ𝑚 и ‖Γ𝑚‖ = 𝛾−1
0 = ( inf

𝑖 ̸=𝑗
𝑖,𝑗≥𝑚

|𝜆𝑖 − 𝜆𝑗|)−1.

Отметим, что при доказательстве теоремы 1 будут использоваться следующие свойства
трансформаторов 𝐽𝑘,Γ𝑘

𝐽𝑘 ((Γ𝑘𝑋)(𝐽𝑘𝑌 )) = 0, 𝐽𝑘 ((Γ𝑘𝑋)𝐽𝑘(𝑌 Γ𝑘𝑋)) = 0, 𝑘 ∈ Z+, (16)
где 𝑋, 𝑌 ∈ S2(𝐿2[0, 2𝜋]).

В дальнейшем используется компактный самосопряженный оператор 𝐴0 вида:

𝐴0 =
∞∑︁
𝑘=1

1

𝜆𝑘

𝑃𝑘 + 𝑃0.

Теорема 4 ([1],[3],[6]). Для любого числа 𝑘 ∈ Z+, для которого выполнено неравенство

‖ ̃︀𝐵‖2 = ‖ ̃︀𝐵𝑘‖2 <
2𝑘 + 3

4
, (17)

оператор 𝐴− ̃︀𝐵 подобен оператору 𝐴− 𝐽𝑘 ̃︀𝑋, где оператор ̃︀𝑋 является решением (нели-
нейного) уравнения

𝑋 = ̃︀𝐵Γ𝑘𝑋 − (Γ𝑘𝑋)(𝐽𝑘 ̃︀𝐵) − (Γ𝑘𝑋)𝐽𝑘( ̃︀𝐵Γ𝑘𝑋) + ̃︀𝐵 = Φ(𝑋), (18)

рассматриваемого в S2(𝐿2[0, 2𝜋]). Решение ̃︀𝑋 представимо в виде 𝑋0𝐴
− 1

2
0 , где

𝑋0 ∈ S2(𝐿2[0, 2𝜋]) и его можно найти методом простых итераций. Преобразование
подобия оператора 𝐴 − ̃︀𝐵 в оператор 𝐴 − 𝐽𝑘 ̃︀𝑋 осуществляет обратимый оператор
𝐼 + Γ𝑘

̃︀𝑋 ∈ End(𝐿2[0, 2𝜋]).

3. Доказательство теоремы 1

Дальнейший выбор числа 𝑘 ∈ Z+ обусловлен выполнением условия (17) теоремы 4,
обозначения которой мы далее используем.

Применяя трансформатор 𝐽𝑘 к обеим частям уравнения (18), а также используя свой-
ство (16) трансформаторов 𝐽𝑘,Γ𝑘, получаем:

𝐽𝑘 ̃︀𝑋 = 𝐽𝑘( ̃︀𝐵Γ𝑘
̃︀𝑋) + 𝐽𝑘 ̃︀𝐵 = 𝐽𝑘 ̃︀𝐵 + 𝐽𝑘( ̃︀𝐵Γ𝑘

̃︀𝐵) + 𝐽𝑘( ̃︀𝐵Γ𝑘( ̃︀𝑋 − ̃︀𝐵)) =

= 𝐽𝑘 ̃︀𝐵 + 𝐽𝑘( ̃︀𝐵Γ ̃︀𝐵) + 𝐾 = 𝐽𝑘𝐵 + 𝐽𝑘(𝐵Γ𝐵) + 𝑇1 = 𝐽𝐵 + 𝐽(𝐵Γ𝐵) + 𝑇2,

где операторы 𝐾,𝑇1, 𝑇2 представимы в виде 𝐾 = 𝐾0𝐴
− 1

2
0 , 𝑇1 = 𝑇1,0𝐴

− 1
2

0 , 𝑇2 = 𝑇2,0𝐴
− 1

2
0 и

операторы 𝐾0, 𝑇1,0, 𝑇2,0 принадлежат идеалу ядерных операторов S1(𝐿2[0, 2𝜋]). Ясно, что



АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ ОПЕРАТОРА ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ. . . 33

𝐽𝑘𝑇𝑗 = 𝑇𝑗, 𝑗 = 0, 1. При получении этих равенств также использовались следующие свой-
ства: произведение двух операторов Гильберта–Шмидта является ядерным оператором, а
операторы 𝐽𝑘𝑋 − 𝐽𝑋,Γ𝑘𝑋 − Γ𝑋,𝑋 ∈ S2(𝐿2[0, 2𝜋]) , 𝑘 ≥ 0, являются операторами конеч-
ного ранга.

Таким образом, применяя теоремы 3 и 4 к рассматриваемому оператору 𝐿 = 𝐴 − 𝐵,
получаем, что оператор 𝐴 − 𝐵 подобен оператору 𝐴 − (𝐽𝐵 + 𝐽(𝐵Γ𝐵) + 𝑇1) = 𝐴 − 𝐵0 и
𝜎(𝐴−𝐵) = 𝜎(𝐴−𝐵0), где 𝐵0 = 𝐽𝐵 + 𝐽(𝐵Γ𝐵) + 𝑇1, 𝑇1 ∈ S1(𝐿2[0, 2𝜋]).

Матрица сужения 𝐵𝑛 оператора 𝑃𝑛𝐵0𝑃𝑛 на ℋ𝑛 в базисе 𝑒𝑛, 𝑒−𝑛 имеет вид(︂
0 𝑣2𝑛

𝑣−2𝑛 0

)︂
+

(︂
𝑐𝑛,𝑛 𝑐𝑛,−𝑛

𝑐−𝑛,𝑛 𝑐−𝑛,−𝑛

)︂
+

1

𝑛

(︂
𝑓1(𝑛) 𝑓2(𝑛)
𝑓3(𝑛) 𝑓4(𝑛)

)︂
,

где 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4 – суммируемые последовательности.
Собственные значения 𝜇±

𝑛 оператора 𝐵𝑛 имеют следующий вид:

𝜇±
𝑛 = 𝑐𝑛,𝑛 +

𝑓1(𝑛) + 𝑓4(𝑛)

2𝑛
±

± 1

2

√︃(︂
𝑓1(𝑛) − 𝑓4(𝑛)

𝑛

)︂2

+ 4

(︂
𝑣2𝑛 + 𝑐𝑛,−𝑛 +

𝑓2(𝑛)

𝑛

)︂(︂
𝑣−2𝑛 + 𝑐−𝑛,𝑛 +

𝑓3(𝑛)

𝑛

)︂
=

= 𝑐𝑛,𝑛 +
𝑓1(𝑛) + 𝑓4(𝑛)

2𝑛
±
√︀

4(𝑣2𝑛 + 𝑐𝑛,−𝑛)(𝑣−2𝑛 + 𝑐−𝑛,𝑛)

2
±

± (
1

2

√︃(︂
𝑓1(𝑛) − 𝑓4(𝑛)

𝑛

)︂2

+ 4

(︂
𝑣2𝑛 + 𝑐𝑛,−𝑛 +

𝑓2(𝑛)

𝑛

)︂(︂
𝑣−2𝑛 + 𝑐−𝑛,𝑛 +

𝑓3(𝑛)

𝑛

)︂
−

−
√︀

4(𝑣2𝑛 + 𝑐𝑛,−𝑛)(𝑣−2𝑛 + 𝑐−𝑛,𝑛)

2
).

Тогда 𝜇±
𝑛 = 𝑐𝑛,𝑛 ±

√̃︀𝜔𝑛 + 𝛽±
𝑛 , где 𝛽±

𝑛 = 𝛼(𝑛)√
𝑛
,
∑︀

|𝑛|≥𝑚+1

|𝛼(𝑛)| 43 < ∞.

Последовательность 𝑐𝑛,𝑛, 𝑛 = 0, 1, ..., можно представить следующим образом

𝑐𝑛,𝑛 =
∑︁
𝑗∈Z

|𝑗|̸=|𝑛|

𝑣𝑛−𝑗
𝑣𝑗−𝑛

𝑗2 − 𝑛2
=
∑︁
𝑘∈Z
𝑘 ̸=0

𝑘 ̸=−2𝑛

𝑣𝑘𝑣−𝑘

𝑘(𝑘 + 2𝑛)
=

1

2𝑛

∑︁
𝑘∈Z
𝑘 ̸=0

𝑘 ̸=−2𝑛

𝑣𝑘𝑣−𝑘

𝑘
−

− 1

2𝑛

∑︁
𝑘∈Z
𝑘 ̸=0

𝑘 ̸=−2𝑛

𝑣𝑘𝑣−𝑘

𝑘 + 2𝑛
=

1

2𝑛

∑︁
𝑘∈Z
𝑘 ̸=0

𝑣𝑘𝑣−𝑘

𝑘
− 1

2𝑛

𝑣2𝑛𝑣−2𝑛

−2𝑛
−

− 1

2𝑛

∑︁
𝑘∈Z

𝑘 ̸=−2𝑛

𝑣𝑘𝑣−𝑘

𝑘 + 2𝑛
=

1

2𝑛

∑︁
𝑘∈Z
𝑘 ̸=0

𝑣𝑘𝑣−𝑘

𝑘
+ 𝜔′

𝑛 +
𝛼′
𝑛

𝑛2
,

где 𝜔′
𝑛 = − 1

2𝑛

∑︀
𝑘∈Z

𝑘 ̸=−2𝑛

𝑣𝑘𝑣−𝑘

𝑘+2𝑛
, (𝛼′

𝑛) – некоторая суммируемая последовательность.

Докажем, что
∑︀
𝑘∈Z

𝑘 ̸=−2𝑛

⃒⃒
𝑣𝑘𝑣−𝑘

𝑘+2𝑛

⃒⃒2
< ∞. Для этого рассмотрим свертку

(𝜔 * 𝛾)(𝑛) =
∑︁
𝑘∈Z
𝑘 ̸=0

𝜔(𝑘)𝛾(𝑛− 𝑘), 𝑛 ∈ Z,

последовательности
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𝜔 : Z → C, 𝑤(𝑘) = 𝑣𝑘𝑣−𝑘, 𝑘 ∈ Z, со свойством
∑︀
𝑘∈Z

|𝜔(𝑘)| < ∞, с после-

довательностью 𝛾 : Z → R, 𝛾(𝑘) =

{︂
1
𝑘
, 𝑘 ̸= 0

0, 𝑘 = 0
со свойством

∑︀
𝑘∈Z
𝑘 ̸=0

|𝛾(𝑘)|2 < ∞.

Тогда последовательность 𝜔′
𝑛 = −(𝜔 * 𝛾)(−2𝑛), 𝑛 ∈ Z, как свертка суммируемой после-

довательности и последовательности, суммируемой с квадратом, является последователь-
ностью, суммируемой с квадратом.

Таким образом получаем доказываемое представление (2).
В случае вещественного потенциала 𝑣 последовательность 𝛼 будет суммируемой, и по-

этому верно утверждение теоремы 2.
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