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1. Введение

В работе [1] рассматривалась зависимость решения задачи Гурса для экспоненциальной
системы уравнений

𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑒
𝑢𝑘 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, (1.1)

𝑢𝑖(𝑥, 𝑦)− ln
(︀
𝜏𝑖𝜑

𝑖(𝑥)𝜑𝑖(𝑦)
)︀
= 0 при 𝑥𝑦 = 0, (1.2)

𝑎𝑖𝑘 – элементы матрицы Картана простой алгебры Ли,
от параметров 𝜏1, . . . , 𝜏𝑟, входящих в краевые условия (1.2). Была предложена схема по-
строения решения данной задачи с использованием высших симметрий, допускаемых си-
стемой уравнений (1.1). Приведены примеры сведения к замкнутой системе обыкновенных
дифференциальных уравнений.

В работах [2]–[4] для линейных гиперболических систем уравнений с нулевыми обобщен-
ными инвариантами Лапласа построено общее решение и приведен алгоритм построения
решения краевых задач. В статье [5], используя симметрийный подход, построено точное
решение задачи Гурса для нелинейных скалярных гиперболических уравнений лиувил-
левского типа.

В настоящей работе рассматривается система уравнений{︂
𝑢𝑥𝑦 = 𝑒𝑢+𝑣𝑢𝑦,
𝑣𝑥𝑦 = −𝑒𝑢+𝑣𝑣𝑦,

(1.3)

у которой det(𝐻1 ·𝐾1) = 0, ord(𝐻1, 𝐾1) = 1, и цепочка обобщенных инвариантов Лапласа
обрывается на втором шаге (см. [6]), где 𝐻1, 𝐾1 – главные инварианты линеаризации
системы (1.3). Описаны высшие симметрии и построено общее решение системы уравнений
(1.3), которое позволяет получить точное решение задачи Гурса.
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2. Симметрии

Для удобства изложения материала введем обозначения

𝑢1 = 𝑢𝑥, 𝑢2 = 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑣1 = 𝑣𝑥, 𝑣2 = 𝑣𝑥𝑥, . . . ,

𝑢̄1 = 𝑢𝑦, 𝑢̄2 = 𝑢𝑦𝑦, . . . , 𝑣1 = 𝑣𝑦, 𝑣2 = 𝑣𝑦𝑦, . . . .

В работе [6] показано, что система уравнений (1.3) имеет интегралы первого и второго
порядка

𝑤 = 𝑢1 − 𝑣1 − 𝑒𝑢+𝑣 и 𝑤̄ = 𝑢̄1𝑣1,
𝑊 = 𝑢2 − 𝑢1𝑣1 − 𝑒𝑢+𝑣𝑢1 и 𝑊̄ = 𝑢̄2

𝑢̄1
+ 𝑣1 − 𝑢̄1,

(2.1)

такие, что 𝐷̄𝑤 = 0, 𝐷̄𝑊 = 0, 𝐷𝑤̄ = 0, 𝐷𝑊̄ = 0, где 𝐷,𝐷̄ – операторы полного дифферен-
цирования по 𝑥, 𝑦 соответственно.

Определяющая система для высших симметрий системы уравнений (1.3) имеет вид{︂
𝐷𝐷̄𝑝 = 𝑒𝑢+𝑣𝐷̄𝑝+ 𝑒𝑢+𝑣𝑢̄1(𝑝+ 𝑞),
𝐷𝐷̄𝑞 = −𝑒𝑢+𝑣𝐷̄𝑞 − 𝑒𝑢+𝑣𝑣1(𝑝+ 𝑞).

(2.2)

В силу формул (2.1), симметрии системы уравнений (1.3), зависящие от переменных
𝑢, 𝑣, 𝑢1, 𝑣1, . . . , можно искать в виде

𝑝 = 𝑝(𝑢, 𝑣, 𝑣1, 𝑤,𝑊,𝑤1,𝑊1, . . .), 𝑞 = 𝑞(𝑢, 𝑣, 𝑣1, 𝑤,𝑊,𝑤1,𝑊1, . . .).

Вычислим 𝐷̄𝑝, 𝐷̄𝑞, 𝐷𝐷̄𝑝, 𝐷𝐷̄𝑞 и подставим в систему (2.2). Далее, приравняем выражения
при 𝑢̄1, 𝑣1, получим следующую систему уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐷𝑝𝑢 = 𝑒𝑢+𝑣(𝑝+ 𝑞),
𝐷 (𝑝𝑣 − 𝑒𝑢+𝑣𝑝𝑣1) = 2𝑒𝑢+𝑣 (𝑝𝑣 − 𝑒𝑢+𝑣𝑝𝑣1) ,

𝐷𝑞𝑢 = −2𝑒𝑢+𝑣𝑞𝑢,
𝐷 (𝑞𝑣 − 𝑒𝑢+𝑣𝑞𝑣1) = −𝑒𝑢+𝑣(𝑝+ 𝑞).

(2.3)

Из второго и третьего уравнения системы (2.3) следует, что

𝑝𝑣 − 𝑒𝑢+𝑣𝑝𝑣1 = 0, 𝑞𝑢 = 0.

Далее, складывая первое и четвертое уравнение системы (2.3) и интегрируя полученное
равенство по 𝑢, получим следующее выражение для 𝑝:

𝑝 = −𝑞𝑣𝑢+ 𝑒𝑢+𝑣𝑞𝑣1 + 𝐶𝑢+ ℎ(𝑣, 𝑣1, 𝑤,𝑊, . . .), (2.4)

здесь ℎ(𝑣, 𝑣1, 𝑤,𝑊, . . .) – произвольная функция, а 𝐶 – произвольная постоянная. Осталось
подставить найденную функцию 𝑝 во второе и первое уравнение системы (2.3), откуда
найдем вид функций 𝑝 и 𝑞, а именно:

𝑝 = (𝐷 + 𝑢1)𝑎− 𝑏, 𝑞 = 𝑣1𝑎+ 𝑏, (2.5)

здесь 𝑎(𝑤,𝑊,𝑤1,𝑊1, . . .), 𝑏(𝑤,𝑊,𝑤1,𝑊1, . . .) – произвольные функции.
Далее симметрии, зависящие от переменных 𝑢, 𝑣, 𝑢̄1, 𝑣1, . . . , можно искать в виде

𝑝 = 𝑝(𝑢̄1, 𝑤̄, 𝑊̄ , 𝑤̄1, 𝑊̄1, . . .), 𝑞 = 𝑞(𝑢̄1, 𝑤̄, 𝑊̄ , 𝑤̄1, 𝑊̄1, . . .).

Сделаем в системе уравнений (1.3) замену переменных

𝑢+ 𝑣 = 𝑈, 𝑢− 𝑣 = 𝑉.

Тогда система уравнений (1.3) эквивалентна следующей системе{︂
𝑢𝑥𝑦 = 𝑒𝑢𝑣𝑦,
𝑣𝑥𝑦 = 𝑒𝑢𝑢𝑦,

(2.6)
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здесь новые переменные 𝑈 , 𝑉 , для удобства, опять обозначим через 𝑢, 𝑣. Тогда линеари-
зованная система (см. (2.2)) примет следующий вид:{︂

𝐷𝐷̄𝑝 = 𝑒𝑢(𝐷̄𝑞 + 𝑣1𝑝),
𝐷𝐷̄𝑞 = 𝑒𝑢(𝐷̄𝑝+ 𝑢̄1𝑝).

(2.7)

Интегрируя второе уравнение системы (2.7) по 𝑦, получим следующую систему уравнений,
эквивалентную предыдущей {︂

𝐷𝐷̄𝑝 = 𝑒𝑢(𝐷̄𝑞 + 𝑣1𝑝),
𝐷𝑞 = 𝑒𝑢𝑝.

(2.8)

Решение системы уравнений (2.8) будем искать в виде:

𝑝 =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑓
(𝑘)(𝑦), 𝑞 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑞𝑘𝑓
(𝑘)(𝑦), (2.9)

здесь 𝑓 (𝑘)(𝑦) = 𝐷̄(𝑘)𝑓(𝑤̄, 𝑊̄ , 𝑤̄1, 𝑊̄1, . . .).
Далее подставим функции (2.9) в систему уравнений (2.8) и приравняем коэффициенты

при одинаковых производных. Получим систему уравнений, эквивалентную системе (2.8),
а именно ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐷𝑞𝑘 = 𝑒𝑢𝑝𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛,
𝐷𝐷̄𝑝0 = 𝑒𝑢(𝐷̄𝑞0 + 𝑣1𝑝0),

𝐷𝐷̄𝑝𝑘 +𝐷(𝑝𝑘−1) = 𝑒𝑢(𝐷̄𝑞𝑘 + 𝑞𝑘−1 + 𝑣1𝑝𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛,
𝐷𝑝𝑛 = 𝑒𝑢𝑞𝑛.

(2.10)

Рассмотрим случай, когда 𝑛 = 0. В данном случае система (2.10) примет следующий вид:⎧⎨⎩ 𝐷𝐷̄𝑝0 = 𝑒𝑢(𝐷̄𝑞0 + 𝑣1𝑝0),
𝐷𝑞0 = 𝑒𝑢𝑝0,
𝐷𝑝0 = 𝑒𝑢𝑞0.

(2.11)

Во втором уравнение системы (2.11) заменим 𝑣1 =
√︀
𝑢̄21 − 4𝑤̄, получим следующее урав-

нение

(𝑞0)𝑢̄1

√︁
𝑢̄21 − 4𝑤̄ = 𝑝0.

Продифференцируем данное уравнение по 𝑢̄1, при этом выражая (𝑝0)𝑢̄1 из третьего урав-
нения системы (2.11), получим(︀

(𝑞0)𝑢̄1(𝑢̄
2
1 − 4𝑤̄)− 𝑢̄1𝑞0

)︀′
𝑢̄1

= 0

или
(𝑞0)𝑢̄1(𝑢̄

2
1 − 4𝑤̄)− 𝑢̄1𝑞0 = 𝐴(𝑤̄, 𝑊̄ , . . .), (2.12)

здесь 𝐴(𝑤̄, 𝑊̄ , . . .) – произвольная функция. Уравнение (2.12) представляет собой линейное
дифференциальное уравнение первого порядка, решение которого можно представить в
виде:

𝑞0 = − 𝐴

4𝑤̄
𝑢̄1 +𝐵

√︁
𝑢̄21 − 4𝑤̄, (2.13)

где 𝐵(𝑤̄, 𝑊̄ , . . .) – произвольная функция.
Далее подставим выражения для 𝑞0 (2.13) во второе и первое уравнение системы (2.11)

и найдем, что 𝑝0, 𝑞0 имеют следующий вид

𝑝0 = 𝑢̄1𝐵(𝑤̄, 𝑊̄ , . . .), 𝑞0 = 𝑣1𝐵(𝑤̄, 𝑊̄ , . . .). (2.14)
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Теперь рассмотрим случай, когда 𝑛 = 1 в системе (2.10). В данном случае система
уравнений (2.10) перепишется в виде

𝐷𝑞0 = 𝑒𝑢𝑝0, (2.15)
𝐷𝑞1 = 𝑒𝑢𝑝1, (2.16)

𝐷𝐷̄𝑝0 = 𝑒𝑢(𝐷̄𝑞0 + 𝑣1𝑝0), (2.17)
𝐷𝐷̄𝑝1 +𝐷𝑝0 = 𝑒𝑢(𝐷̄𝑞1 + 𝑞0 + 𝑣1𝑝1), (2.18)

𝐷𝑝1 = 𝑒𝑢𝑞1. (2.19)

Уравнения (2.16) и (2.19) совпадают с уравнениями системы (2.11), следовательно 𝑝1 и 𝑞1
находятся как и выше, и имеют вид

𝑝1 = 𝑢̄1𝐵 − 𝐴

4𝑤̄

√︁
𝑢̄21 − 4𝑤̄, 𝑞1 = − 𝐴

4𝑤̄
𝑢̄1 +𝐵

√︁
𝑢̄21 − 4𝑤̄. (2.20)

Продифференцируем уравнение (2.19) по 𝑦, получим

𝐷𝐷̄𝑝1 = 𝑒𝑢(𝐷̄𝑞1 + 𝑢̄1𝑞1). (2.21)

Вычтем из уравнения (2.18) уравнение (2.21), и после несложных преобразований получим

𝐷𝑝0 = 𝑒𝑢(𝑞0 + 𝐴(𝑤̄, 𝑊̄ , . . .)). (2.22)

Продифференцируем равенство (2.22) по 𝑦 и вычтем из него уравнение (2.17), найдем
выражение для 𝑝0:

𝑝0 =
1

𝑣1
(𝐷̄𝐴+ 𝑢̄1𝑞0 + 𝑢̄1𝐴). (2.23)

Выражение для 𝑝0 (2.23) подставим в уравнение (2.15) и заменяя 𝑣1 =
√︀
𝑢̄21 − 4𝑤̄, получим

линейное дифференциальное уравнение первого порядка на функцию 𝑞0, а именно:

(𝑞0)𝑢̄1 =
𝑢̄1

𝑢̄21 − 4𝑤̄
𝑞0 +

𝐷̄𝐴

𝑢̄21 − 4𝑤̄
+

𝑢̄1𝐴

𝑢̄21 − 4𝑤̄
.

Решение данного уравнения можно представить в виде

𝑞0 = −𝑢̄1
𝐷̄𝐴

4𝑤̄
− 𝐴+𝑅

√︁
𝑢̄21 − 4𝑤̄, (2.24)

где 𝑅 = 𝑅(𝑤̄, 𝑊̄ , . . .) – произвольная функция. Подставим выражение (2.24) в равенство
(2.23), откуда найдем 𝑝0

𝑝0 = −𝑣1
𝐷̄𝐴

4𝑤̄
+ 𝑢̄1𝑅. (2.25)

В итоге получили, что система уравнений (2.15)–(2.19) имеет решения вида (2.20), (2.24),
(2.25). Из формул (2.9) следует, что симметрии системы уравнений (2.6) имеют следующий
вид

𝑝 =

(︂
−𝑣1

𝐷̄𝐴

4𝑤̄
+ 𝑢̄1𝑅

)︂
𝑓 +

(︂
𝑢̄1𝐵 − 𝐴𝑣1

4𝑤̄

)︂
𝐷̄𝑓, (2.26)

𝑞 =

(︂
−𝑢̄1

𝐷̄𝐴

4𝑤̄
− 𝐴+ 𝑣1𝑅

)︂
𝑓 +

(︂
− 𝐴

4𝑤̄
𝑢̄1 + 𝑣1𝐵

)︂
𝐷̄𝑓. (2.27)

С учетом формул (2.14), симметрии (2.26), (2.27) можно представить в виде

𝑝 =
𝑣1
𝑤̄
𝐷̄𝐺, 𝑞 = 4𝐺+

𝑢̄1
𝑤̄
𝐷̄𝐺, (2.28)
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здесь 𝐺 = −1
4
𝐴𝑓 . Напомним, что найденные симметрии (2.14), (2.28) заданы в новых

переменных 𝑈 , 𝑉 . Возвращаясь к переменным 𝑢 = 𝑈+𝑉
2

, 𝑣 = 𝑈−𝑉
2

, получим следующее
представление для симметрий системы уравнений (1.3)

𝑝 = 𝑢̄1
1

𝑤̄
𝐷̄𝐺+ 𝑢̄1𝐵 + 2𝐺, 𝑞 = −𝑣1

1

𝑤̄
𝐷̄𝐺+ 𝑣1𝐵 − 2𝐺. (2.29)

3. Построение общего решения

С использованием высших симметрий (2.5), (2.29) задача интегрирования системы урав-
нений (1.3) сводится к следующей динамической системе (см. [1]):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜏 𝜕𝑢
𝜕𝜏

= (𝐷 + 𝑢1)𝜓
1 − 𝜓2 = 𝑢̄1

1
𝑤̄
𝐷̄𝜓1 + 𝑢̄1𝜓

2 + 2𝜓1,
𝜏 𝜕𝑣
𝜕𝜏

= 𝑣1𝜓
1 + 𝜓2 = −𝑣1 1

𝑤̄
𝐷̄𝜓1 + 𝑣1𝜓

2 − 2𝜓1,
𝜏 𝜕𝑢̄1
𝜕𝜏

= 𝑒𝑢+𝑣𝑢̄1𝜓
1,

𝜏 𝜕𝑣1
𝜕𝜏

= −𝑒𝑢+𝑣𝑣1𝜓1,
𝜏 𝜕𝑢1
𝜕𝜏

= 𝑒𝑢+𝑣𝑢̄1
1
𝑤̄
𝐷̄𝜓1 + 𝑒𝑢+𝑣𝑢̄1𝜓

2,
𝜏 𝜕𝑣1
𝜕𝜏

= 𝑒𝑢+𝑣𝑣1
1
𝑤̄
𝐷̄𝜓1 − 𝑒𝑢+𝑣𝑣1𝜓

2,

(3.1)

будем предполагать, что функции 𝜓1 = 𝜓1(𝑥), 𝜓2 = 𝜓2(𝑥), 𝜓1 = 𝜓1(𝑦), 𝜓2 = 𝜓2(𝑦).
Первое и второе уравнения системы (3.1) представляют собой уравнения в частных про-

изводных первого порядка относительно функций 𝑢, 𝑣, соответственно. Решения данных
уравнений можно представить в виде

𝑢 = − ln𝜓1 +

∫︁
𝜓2

𝜓1
𝑑𝑥+ 𝐹 (𝑎, 𝑦), 𝑣 = −

∫︁
𝜓2

𝜓1
𝑑𝑥+𝐺(𝑎, 𝑦), (3.2)

здесь 𝐹 (𝑎, 𝑦), 𝐺(𝑎, 𝑦) – произвольные функции, через 𝑎 обозначено выражение

𝑎 = ln 𝜏 +

∫︁
𝑑𝑥

𝜓1
.

Далее подставим найденные функции (3.2) в систему (3.1), получим систему уравнений
на функции 𝐹 и 𝐺

𝐹𝑎 = 𝐷̄𝜓1 1

𝐺𝑦

+ 𝜓2𝐹𝑦 + 2𝜓1, (3.3)

𝐺𝑎 = −𝐷̄𝜓1 1

𝐹𝑦
+ 𝜓2𝐺𝑦 − 2𝜓1, (3.4)

𝐹𝑦𝑎 = 𝑒𝐹+𝐺𝐹𝑦, (3.5)
𝐺𝑦𝑎 = −𝑒𝐹+𝐺𝐺𝑦, (3.6)

𝐹𝑎𝑎 = 𝑒𝐹+𝐺

(︂
𝐷̄𝜓1 1

𝐺𝑦

+ 𝜓2𝐹𝑦

)︂
, (3.7)

𝐺𝑎𝑎 = 𝑒𝐹+𝐺

(︂
𝐷̄𝜓1 1

𝐹𝑦
− 𝜓2𝐺𝑦

)︂
. (3.8)

С учетом (3.3), (3.4), уравнения (3.7), (3.8) можно переписать в виде{︂
𝑓𝑎𝑎 = 𝑒𝑓+𝑔𝑓𝑎,
𝑔𝑎𝑎 = −𝑒𝑓+𝑔𝑔𝑎,

(3.9)

где 𝑓 = 𝐹 − 2𝑎𝜓1, 𝑔 = 𝐺 + 2𝑎𝜓1. Вычтем из первого уравнения системы (3.9) второе
уравнение и проинтегрируем полученное равенство по 𝑎, тогда

𝑓𝑎 − 𝑔𝑎 = 𝑒𝑓+𝑞 + 𝐶1(𝑦), (3.10)
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здесь 𝐶1(𝑦) – произвольная функция. Далее умножим первое уравнение системы (3.9) на
𝑔𝑎, второе уравнение - на 𝑓𝑎 и сложим полученные выражения, откуда найдем

𝑔𝑎 =
𝐶2(𝑦)

𝑓𝑎
, (3.11)

здесь 𝐶2(𝑦) – произвольная функция. Подставим найденную формулу для 𝑔𝑎 (3.11) в урав-
нение (3.10), получим

𝑔 = −𝑓 + ln
(︀
𝑓 2
𝑎 − 𝐶1𝑓𝑎 − 𝐶2

)︀
− ln 𝑓𝑎. (3.12)

Возвращаясь к системе уравнений (3.9), с учетом формулы (3.12), первое уравнение можно
переписать так

𝑓𝑎𝑎 = 𝑓 2
𝑎 − 𝐶1𝑓𝑎 − 𝐶2.

Правая часть данного выражения представляет собой полином второй степени, разложим
его на множители

𝑓𝑎𝑎 = (𝑓𝑎 − 𝛼)(𝑓𝑎 − 𝛽),

𝛼, 𝛽 – произвольные функции от 𝑦. Интегрируя данное уравнение найдем функцию 𝑓 , а
именно

𝑓 =
𝛼

𝛼− 𝛽
[(𝛼− 𝛽)𝑎+ 𝛾]− ln [1− 𝑒𝑥𝑝{(𝛼− 𝛽)𝑎+ 𝛾}] + 𝛿(𝑦), 𝛼 ̸= 𝛽, (3.13)

𝑓 = 𝛼𝑎− ln(𝜀− 𝑎) + 𝜅(𝑦), 𝛼 = 𝛽, (3.14)

здесь 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦), 𝛾(𝑦), 𝛿(𝑦), 𝜀(𝑦), 𝜅(𝑦) – произвольные функции.
Теперь подставим найденные формулы (3.13), (3.14), (3.12) в уравнение (3.5). Получим

следующие соотношения
1. при 𝛼 ̸= 𝛽

𝛽′ + 2𝐷̄𝜓1 = 0, 𝛼 = 𝛽 + 𝑐, 𝛿′ +
𝛽′𝛾

𝛼− 𝛽
= 0, (3.15)

где 𝑐 – произвольная постоянная,
2. при 𝛼 = 𝛽

𝛼′ + 2𝐷̄𝜓1 = 0, 𝛼𝜀′ + 𝜅′ = 0. (3.16)

Далее подставим функции (3.13), (3.14), (3.12), с учетом условий (3.15), (3.16) в уравнения
(3.6), (3.3), (3.4), получим верные тождества. Таким образом решение системы уравнений
(1.3) можно представить в виде (3.2), где функции 𝐹 = 𝑓 + 2𝑎𝜓1, 𝐺 = 𝑔 − 2𝑎𝜓1 находятся
из соотношений (3.13), (3.14), (3.12), а именно
при 𝛼 ̸= 𝛽:

𝑢 = ln𝜑′
1(𝑥) + 𝜑2(𝑥)−

𝛼𝛿′

𝛼′ − ln

(︂
1− 𝑒𝑥𝑝{𝑎− 𝛿′

𝛼′}
)︂
+ 𝛿,

𝑣 = −𝜑2(𝑥) + (𝑎− 𝛿′

𝛼′ ) +
𝛼𝛿′

𝛼′ − ln

(︂
𝛼− (𝛼− 1)𝑒𝑥𝑝{𝑎− 𝛿′

𝛼′}
)︂
− 𝛿,

при 𝛼 = 𝛽:
𝑢 = ln𝜑′

1(𝑥) + 𝜑2(𝑥)− ln(𝜀(𝑦)− 𝑎) + 𝜅(𝑦), (3.17)

𝑣 = −𝜑2(𝑥)− ln

[︂
𝜅′

𝜀′
(𝑎− 𝜀(𝑦)) + 1

]︂
− 𝜅(𝑦), (3.18)

здесь 𝜑′
1(𝑥) =

1
𝜓1 , 𝜑′

2(𝑥) =
𝜓2

𝜓1 , 𝜀(𝑦), 𝜅(𝑦), 𝛼(𝑦), 𝛿(𝑦) – произвольные функции.
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4. Точное решение задачи Гурса

Рассмотрим задачу Гурса для системы уравнений (1.3):

𝑢 |𝑦=0= ln 𝑝(𝑥), 𝑣 |𝑦=0= ln 𝑞(𝑥), 𝑢 |𝑥=0= ln 𝑝(𝑦), 𝑣 |𝑥=0= ln 𝑞(𝑦). (4.1)

Положим в решение (3.17), (3.18) 𝑦 = 0, 𝜏 = 1, получим

𝑢 |𝑦=0= ln 𝑝(𝑥) = ln𝜑′
1 + 𝜑2 − ln(𝜀(0)− 𝜑1) + 𝜅(0), (4.2)

𝑣 |𝑦=0= ln 𝑞(𝑥) = −𝜑2 − ln

(︂
𝜅′(0)

𝜀′(0)
(𝜑1 − 𝜀(0)) + 1

)︂
− 𝜅(0). (4.3)

Сложим выражения (4.2) и (4.3), и проинтегрируем полученное равенство по 𝑥, откуда
найдем функцию 𝜑1(𝑥):

𝜑1(𝑥) = 𝜀(0)−

(︃
𝐶2 +

{︂
1

𝐶1

− 𝐶2

}︂
𝑒

𝑥∫︀
0

𝑝𝑞𝑑𝜉

)︃−1

, (4.4)

здесь постоянные 𝐶1 = 𝜀(0)− 𝜑1(0), 𝐶2 =
𝜅′(0)
𝜀′(0)

.
Далее из выражения (4.2) найдем вид функции 𝜑2(𝑥), а именно:

𝜑2(𝑥) = ln

[︃(︀
𝑞(0)𝑒𝜑2(0)+𝜅(0) − 1

)︀
𝑒
−

𝑥∫︀
0

𝑝𝑞𝑑𝜉
+ 1

]︃
− ln 𝑞 − 𝜅(0). (4.5)

Теперь положим в формулах (3.17), (3.18) 𝑥 = 0:

𝑢 |𝑥=0= ln 𝑝(𝑦) = ln𝜑′
1(0) + 𝜑2(0)− ln(𝜀− 𝜑1(0)) + 𝜅, (4.6)

𝑣 |𝑥=0= ln 𝑞(𝑦) = −𝜑2(0)− ln

(︂
𝜅′

𝜀′
(𝜑1(0)− 𝜀) + 1

)︂
− 𝜅. (4.7)

Сложим равенства (4.6), (4.7), тогда получим дифференциальное уравнение первого по-
рядка с разделяющимися переменными относительно функции 𝜀(𝑦), решая которое найдем

𝜀(𝑦) = 𝜑1(0) + 𝜑′
1(0)

⎛⎝ 𝑦∫︁
0

𝑞𝑝′𝑑𝜉 +
𝜑′
1(0)

𝐶1

⎞⎠−1

. (4.8)

Тогда 𝜅(𝑦) находится из выражения (4.6) и имеет вид

𝜅(𝑦) = ln 𝑝− 𝜑2(0)− ln

⎛⎝ 𝑦∫︁
0

𝑞𝑝′𝑑𝜉 + 𝑝(0)𝑒−𝜑2(0)−𝜅(0)

⎞⎠ . (4.9)

Далее воспользуемся условием согласования. Положим в решение (3.17), (3.18) 𝑥 = 0,
𝑦 = 0, получим следующие соотношения:

𝜑′
1(0) = 𝑝(0)𝑞(0)𝐶1(1− 𝐶1𝐶2), (4.10)

𝜑2(0) + 𝜅(0) = − ln (𝑞(0)(1− 𝐶1𝐶2)) . (4.11)
Теперь подставим найденные функции (4.4), (4.5), (4.8), (4.9) в решение (3.17), (3.18) и,
учитывая условия согласования (4.10), (4.11), в итоге получим следующее представление
решения задачи Гурса (1.3), (4.1), а именно:

𝑢 = ln

⎡⎢⎢⎣ 𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)𝑞(0)

𝑝(0)𝑞(0) +
𝑦∫︀
0

𝑝′𝑞𝑑𝜉(1− 𝑒𝑥𝑝{
𝑥∫︀
0

𝑝𝑞𝑑𝜉})

⎤⎥⎥⎦ ,
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𝑣 = ln

⎡⎢⎢⎣ 𝑞(𝑥)𝑞(𝑦)𝑝(0)𝑒𝑥𝑝{
𝑥∫︀
0

𝑝𝑞𝑑𝜉}

(𝑝𝑞 −
𝑦∫︀
0

𝑝′𝑞𝑑𝜉)(𝑒𝑥𝑝{
𝑥∫︀
0

𝑝𝑞𝑑𝜉} − 1) + 𝑝(0)𝑞(0)

⎤⎥⎥⎦ .
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