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À.È. ÀÒÍÀÃÓËÎÂ, Â.À. ÑÀÄÎÂÍÈ×ÈÉ, Ç.Þ. ÔÀÇÓËËÈÍ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Ëàïëàñà-
Áåëüòðàìè íà äâóìåðíîé ñôåðå S2. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, âîçìóù¼ííîãî îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ èç êëàññà
W 1

2 (S
2).
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îïåðàòîð.
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� îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà äâóìåðíîé ñôåðå S2. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ âîçìóùåíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà Hu = H0u + V u. À èìåííî, äîêàçà-
òåëüñòâó ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà Ãåëüôàíäà-Ëåâèòàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëà-
ñà-Áåëüòðàìè, âîçìóù¼ííîãî îïåðàòîðîì V óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ ν(ω), ω ∈ S2. Âïåð-
âûå ôîðìóëà ñëåäà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, âîçìóù¼ííîãî íå÷¼òíîé ôóíêöèåé
ν(ω) ∈ C∞(S2) áûëà ïîëó÷åíà â 1993�1996 ãã. â ðàáîòàõ [1], [2](õîòÿ çàäà÷à áûëà ïîñòàâ-
ëåíà È.Ì. Ãåëüôàíäîì â 1962 ã.). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìåòîäà, ïðèìåíÿåìîãî â ýòèõ ðàáî-
òàõ, óñëîâèÿ íå÷¼òíîñòè è ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó C∞(S2) äëÿ ôóíêöèè ν(ω) ÿâëÿþòñÿ
ñóùåñòâåííûìè. Ñëåäóþùåå ïðîäâèæåíèå â ýòîé çàäà÷å áûëî ñäåëàíî â ðàáîòàõ [3]�[5],
îñíîâàííûõ íà îäíîì ñïîñîáå ñóììèðîâàíèÿ âòîðîé ïîïðàâêè òåîðèè âîçìóùåíèé. Â ýòèõ
ðàáîòàõ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè (íå îáÿçàòåëüíî íå÷¼òíîé) ν(ω) êîíå÷íîé ãëàäêîñòè ïîëó÷å-
íà êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà ñëåäà Ãåëüôàíäà-Ëåâèòàíà, ïðè÷åì â ðàáîòå [5] òðåáóåòñÿ ëèøü
ν(ω) ∈ C2(S2).
Äëÿ äàëüíåéøåãî îñëàáëåíèÿ òðåáîâàíèé íà âîçìóùåíèÿ ν(ω), êàê îêàçàëîñü, íåîá-

õîäèìî áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ÿäðà R0(ω, ω0, λ) ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà
Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè (òåîðåìà 1), ÿäðà R0n(ω, ω0, λ) ïðèâåä¼ííîé ðåçîëüâåíòû (òåîðåìà 2).
Íà îñíîâå ýòèõ èññëåäîâàíèé è ìåòîäèêå ðàáîòû [5] ôîðìóëà ñëåäà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-
Áåëüòðàìè ïîëó÷åíà äëÿ âîçìóùåíèé ν(ω) èç êëàññà W 1

2 (S2).
Îòìåòèì, ÷òî ïàðàãðàôû 2 è 3 ïîñâÿùåíû ðàçâ¼ðíóòîìó èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ ðàáî-

òû [6].

A.I. Atnagulov, V.A. Sadovnichy, Z.Yu. Fazullin, Properties of the resolvent of the Laplace

operator on a two-dimensional sphere and a trace formula.
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2. Ïðåäñòàâëåíèå ÿäðà R0(ω, ω0, λ) ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè

Õîðîøî èçâåñòíî ([7]), ÷òî ÿäðî R0(ω, ω0, λ) ðåçîëüâåíòû R0(λ) = (H0 − λ)−1 îïåðàòîðà
H0 (Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè) â L

2(S2) ðàâíî

R0(ω, ω0, λ) =
1

4π

∞∑
n=0

(2n+ 1)Pn(cosα)

n(n+ 1)− λ
, (2.1)

ãäå α � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ω, ω0 ∈ S2, Pn(cosα) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà, à

Pn(ω, ω0) =
2n+ 1

4π
Pn(cosα)

� ÿäðî îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòîðà Pn, ïðîåêòèðóþùåãî íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λn = n(n + 1) îïåðàòîðà H0, ïðè÷åì êðàòíîñòü λn
ðàâíà (2n+ 1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [8, �4.3, 4.5]), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(α) =
√
n+ 1/2

√
sinαPn(cosα), n = 0, 1, . . . , (2.2)

îáðàçóåò îðòíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Äèðèõëå îáûêíîâåí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

Mf(α) = −f ′′(α)− (4 sin2 α)−1f(α)

â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π], ïðè÷åì

Mfn(α) = (n+ 1/2)2fn(α), µn = (n+ 1/2)2.

Òàê ÷òî, ñîãëàñíî (2.2), ÿäðî G(α, α0, z) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

G(z) = (M − z)−1

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

G(α, α0, z) =
∞∑
n=0

fn(α)fn(α0)

µn − z
=
∞∑
n=0

(n+ 1
2
)
√

sinα sinα0Pn(cosα)Pn(cosα0)

(n+ 1
2
)2 − z

. (2.3)

Îòêóäà, ïîëàãàÿ,

Γ(α, α0, z) = (sinα sinα0)
− 1

2G(α, α0, z), (2.4)

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Pn(1) = 1, ïîëó÷èì

Γ(α, 0, z) =
∞∑
n=0

(n+ 1/2)Pn(cosα)

(n+ 1/2)2 − z
=

1

2

∞∑
n=0

(2n+ 1)Pn(cosα)

n(n+ 1)− (z − 1/4)
. (2.5)

Ñðàâíèâàÿ (2.1) è (2.5) ìåæäó ñîáîé, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ëåììà 1. Äëÿ âñåõ ω, ω0 ∈ S2 è λ /∈ {n(n + 1)}∞n=0 ÿäðî R0(ω, ω0, λ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå:

R0(ω, ω0, λ) =
1

2π
Γ(α, 0, λ+ 1/4). (2.6)

Òàêèì îáðàçîì, èç ëåììû 1 è ðàâåíñòâ (2.3)�(2.6) âèäíî, ÷òî ÿäðî R0(ω, ω0, λ) ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî ïîñðåäñòâîì ðåøåíèé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u′′ + (4 sin2 α)−1u+ zu = 0 (2.7)

íà èíòåðâàëå (0, π).
Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå (0, π/2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(4 sin2 α)−1 = (4α2)−1 + q(α),
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ãäå q(α) ∈ C(2)[0, π/2]. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.7) ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

ν ′′ + (4α2)−1 + zν = 0. (2.8)

Â êà÷åñòâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ¾íåâîçìóùåííîãî¿ óðàâíåíèÿ (2.8) âîçüìåì
ôóíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [9, �1.8])

u01(α, z) =
√
αJ0(
√
zα), u02(α, z) =

√
αY0(
√
zα)

π

2
, (2.9)

ãäå J0(
√
zα) è Y0(

√
zα) � ôóíêöèè Áåñåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî, à âåòâü√

z âûáèðàåì èç óñëîâèÿ 0 6 arg
√
z < π.

Äëÿ óäîáñòâà èçó÷åíèÿ äàííîé ðàáîòû ïðèâåäåì ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ öèëèíäðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûìè áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
Äëÿ ôóíêöèé J0(s) è Y0(s) âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèÿìè ([8, �5.2]):

J0(s) =
∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2

(s
2

)2k
, (2.10)

Y0(s) =
2

π
J0(s) ln

s

2
− 2

π

∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2

(s
2

)2k
ψ(k + 1), (2.11)

çäåñü

ψ(k + 1) = −γ + 1 +
1

2
+ . . .+

1

k
, ψ(1) = −γ,

γ � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà; à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ([8, �5.11]) ïðè
|s| >> 1, | arg s| 6 π − δ (δ > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî):

J0(s) =

√
2

πs

{
γ1(s) cos(s− π

4
) + γ2(s) sin(s− π

4
)
}

(2.12)

Y0(s) =

√
2

πs

{
γ1(s) sin(s− π

4
)− γ2(s) cos(s− π

4
)
}
, (2.13)

ãäå

γ1(s) =
∞∑
k=0

(−1)k(0, 2k)

(2s)2k
, γ2(s) =

∞∑
k=0

(−1)k(0, 2k + 1)

(2s)2k+1
,

ïðè ýòîì (ν, 0) = 1,

(ν,m) =
(4ν2 − 12)(4ν2 − 32) · . . . · (4ν2 − (2m− 1)2)

22mm!
, m ∈ N,

γ1(s) = 1− 9

128s2
+O(s−4), γ2(s) =

1

8s
− 75

1024s3
+O(s−5).

Èçâåñòíî, (ñì. [9, �1.8]), ÷òî âðîíñêèàí

W (u01, u
0
2) = u01(α, z)u0 ′2 (α, z)− u0 ′1 (α, z)u02(α, z) ≡ 1. (2.14)

Òåïåðü ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.7) íà ïðîìåæóòêå (0, π
2
] ïîñòðîèì

êàê ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ âîëüòåððîâûõ óðàâíåíèé

uk(α, z) = u0k(α, z) +

α∫
0

g(α, t, z)q(t)uk(t, z)dt, (2.15)

ãäå

g(α, t, z) = u01(α, z)u02(t, z)− u01(t, z)u02(α, z). (2.16)
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Ïîñòðîåííûå íàìè íà îòðåçêå [0, π/2] ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.15) ðå-
øåíèÿ uk(α, z) óðàâíåíèÿ (2.7) äîïóñêàþò ïðîäîëæåíèÿ íà ïðîìåæóòîê (π

2
, π], à èìåííî

èìååò ìåñòî

Ëåììà 2. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.7), ïîñòðîåííûå íà îòðåçêå [0, π
2
] êàê ðåøåíèÿ âîëü-

òåððîâûõ óðàâíåíèé (2.15), ïðîäîëæàþòñÿ íà ïðîìåæóòîê (π
2
, π] ïî ôîðìóëàì

uk(α, z) = ak1(z)u1(π − α, z) + ak2(z)u2(π − α, z), k = 1, 2,

ãäå {
a11(z) = u1(

π
2
, z)u′2(

π
2
, z) + u′1(

π
2
, z)u2(

π
2
, z), a22(z) = −a11(z),

a12(z) = −2u1(
π
2
, z)u′1(

π
2
, z), a21(z) = 2u2(

π
2
, z)u′2(

π
2
, z).

(2.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè

νk(α, z) = uk(π − α, z), α ∈ (
π

2
, π], k = 1, 2,

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.7) íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Òîãäà
ïðîäîëæåíèÿ uk(α, z) âûðàæàþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè νk(α, z) ïðè α ∈ (π

2
, π]:

uk(α, z) = ak1(z)u1(π − α, z) + ak2u2(π − α, z), (2.18)

ãäå aki(z) � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò z.
Ïðè α = π/2 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ:{

uk(
π
2
, z) = ak1(z)u1(

π
2
, z) + ak2(z)u2(

π
2
, z)

u′k(
π
2
, z) = −ak1(z)u′1(

π
2
, z)− ak2(z)u′2(

π
2
, z).

(2.19)

Î÷åâèäíî, èç ñîîòíîøåíèé (2.12)�(2.14) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

W (u1, u2) = W (u01, u
0
2) = 1. (2.20)

Ðåøàÿ ñèñòåìû (2.19) è ó÷èòûâàÿ (2.20), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì (2.17). Ëåììà 2
äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ïàðàãðàôà. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñåõ λ ∈ R \ {n(n+ 1)}∞n=0 ÿäðî R0(ω, ω0, λ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

R0(ω, ω0, λ) =
1

2π
√

sinα
[u2(α, λ+ 1/4)− A(λ+ 1/4)u1(α, λ+ 1/4)], (2.21)

ãäå

A(z) =
1

2

(
u′2(

π
2
, z)

u′1(
π
2
, z)

+
u2(

π
2
, z)

u1(
π
2
, z)

)
. (2.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÿäðî D(α, t, z) ðàâíî:

D(α, t, z) =

{
u2(α, z)u1(t, z), t 6 α 6 π,

u2(t, z)u1(α, z), α 6 t 6 π.
(2.23)

Íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóÿ (2.7) è (2.20), íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ

ν(α, z) =

π∫
0

D(α, t, z)h(t)dt,

ãäå h(t) ∈ L2[0, π], ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

−ν ′′(α, z)− (4 sin2 α)−1ν(α, z)− zν(α, z) = h(α).
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Òîãäà ôóíêöèÿ

u(α, z) =

π∫
0

G(α, t, z)h(t)dt, (2.24)

ãäå G(t, α, z) åñòü ÿäðî îïåðàòîðà G(z) (ñì. (2.3)), ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u(α, z) =

π∫
0

D(α, t, z)h(t)dt+ cu1(α, z), (2.25)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî u(α, z) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
α→0+

u(α, z)(π − α)−1/2. (2.26)

Ïðè α < π, α ∼ π, ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (2.25) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(α, z) = u2(α, z)

π∫
0

u1(t, z)h(t)dt+ cu1(α, z) +W (α, z), (2.27)

ãäå

W (α, z) = u1(α, z)

π∫
α

u2(t, z)h(t)dt− u2(α, z)

π∫
α

u1(t, z)h(t)dt,

ïðè÷åì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî W (α, z) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|W (α, z)| 6 a1(π − α)(1 + | ln(π − α)|),
ãäå a1 > 0 � ïîñòîÿííàÿ.
Òàê ÷òî W (α, z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim

α→π−0
W (α,z)√
π−α =0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ïåð-

âûõ äâóõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (2.27) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (2.26). Ñîãëàñíî
(2.18), ýòó ñóììó ëåãêî ïðåäñòàâèòü â âèäå

c[a11(z)u1(π − α, z) + a12(z)u2(π − α, z)]+

+

π∫
0

u1(t, z)h(t)dt[a21(z)u1(π − α, z) + a22(z)u2(π − α, z)] =

= [ca11(z) + a21(z)

π∫
0

u1(t, z)h(t)dt]u1(π − α, z)+

+ [ca12(z) + a22(z)

π∫
0

u1(t, z)h(t)dt]u2(π − α, z).

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ u1(π − α, z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.26) è, èç-çà íàëè÷èÿ
ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòè,

lim
α→π−0

u2(π − α, z)√
π − α

=∞,

òî êîýôôèöèåíò ïðè u2(π − α, z) äîëæåí îáðàùàòüñÿ â íóëü:

ca12(z) + a22(z)

π∫
0

u1(t, z)h(t)dt = 0.
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Èòàê, èç (2.23), (2.24), (2.25) ñëåäóåò, ÷òî

G(α, t, z) = D(α, t, z)− a22(z)

a12(z)
u1(α, z)u1(t, z),

ãäå, ñîãëàñíî (2.17),

A(z) =
a22(z)

a12(z)
=

1

2

[
u′2(

π
2
, z)

u′1(
π
2
, z)

+
u2(

π
2
, z)

u1(
π
2
, z)

]
.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (2.4), (2.5) è ñîîòíîøåíèÿ

lim
α→+0

u1(α, z)√
α

= lim
α→+0

u01(α, z)√
α

= 1,

ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

3. Ïðåäñòàâëåíèå ÿäðà R0n(ω, ω0, λ) ïðèâåäåííîé ðåçîëüâåíòû

Ïðåäñòàâëåíèå ÿäðà R0(ω, ω0, λ) â âèäå (2.21) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ÿäðî ïðèâåäåííîé
ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà H0

R0n(ω, ω0, λn) =
1

4π

∑
m6=n

(2m+ 1)Pm(cosα)

m(m+ 1)− n(n+ 1)

â òåðìèíàõ ôóíêöèé uk(α, z), à òàêæå èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííîé z

ϕk(α, z) =
∂

∂z
uk(α, z), ψk(α, z) =

∂

∂z
ϕk(α, z), k = 1, 2,

â òî÷êå α = π
2
. Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ñïåêòð îïåðàòîðà H0 ñîâïàäàåò ñ ïîëþñàìè

ôóíêöèè A(λ + 1
4
) (A(z) ñì. ôîðìóëó (2.22)), òî åñòü ñ íóëÿìè ôóíêöèé u1(

π
2
, λ + 1

4
) è

u′1(
π
2
, λ+ 1

4
), ïðè÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ñì. [8, ñ.74�79]), ÷òî

u1

(
π

2
, λn +

1

4

)
= 0, n = 2k + 1, k = 0, 1, . . . , (3.1)

u′1

(
π

2
, λn +

1

4

)
= 0, n = 2k, k = 0, 1, . . . (3.2)

Ïóñòü òàêæå

ϕ0
k(α, z) =

∂

∂z
u0k(α, z), ψ0

k(α, z) =
∂

∂z
ϕ0
k(α, z), k = 1, 2,

òîãäà èç (2.15), (2.16) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè ϕk(α, z) è ψk(α, z) íà îòðåçêå
[0, π

2
] ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè âîëüòåððîâûõ óðàâíåíèé, à èìåííî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Äëÿ âñåõ k = 1, 2 è z 6= 0 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C[0, π
2
] ñóùåñòâóþò

ïðîèçâîäíûå

lim
h→0

uk(α, z + h)− uk(α, z)

h
= ϕk(α, z),

lim
h→0

ϕk(α, z + h)− ϕk(α, z)

h
= ψk(α, z),

ïðè÷åì ϕk(α, z) åñòü ðåøåíèå âîëüòåððîâà óðàâíåíèÿ

ϕk(α, z) = ϕ0
k(α, z) +

α∫
0

g1(α, t, z)q(t)uk(t, z)dt+

α∫
0

g(α, t, z)q(t)ϕk(t, z)dt, (3.3)
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ãäå

g1(α, t, z) = ϕ0
1(α, z)u02(t, z)− ϕ0

2(α, z)u01(t, z) + u01(α, z)ϕ0
2(t, z)− u02(α, z)ϕ0

1(t, z) (3.4)

è

ψk(α, z) = ψ0
k(α, z) +

α∫
0

g2(α, t, z)q(t)uk(t, z)dt+ 2

α∫
0

g1(α, t, z)q(t)ϕk(t, z)dt+

+

α∫
0

g(α, t, z)q(t)ψk(t, z)dt, (3.5)

ãäå

g2(α, t, z) =
∂

∂z
g1(α, t, z) = ψ0

1(α, z)u02(t, z)− ψ0
2(α, z)u01(t, z) + u01(α, z)ψ0

2(t, z)−

− u02(α, z)ψ0
1(t, z) + 2

(
ϕ0
1(α, z)ϕ0

2(t, z)− ϕ0
2(α, z)ϕ0

1(t, z)
)
.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÿäðà ïðèâåäåííîé ðåçîëüâåíòû R0n(ω, ω0, λn) ïîíàäî-
áèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 4. Ïóñòü ôóíêöèè f(λ) è g(λ) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè
λ = λn, ïðè÷åì g(λn) = 0, g′(λn) 6= 0, òîãäà

f(λ)

g(λ)
=

f(λn)

g′(λn)(λ− λn)
+

[
f ′(λn)

g′(λn)
− f(λn)g′′(λn)

g′2(λn)

]
+ o(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà

g(λ) = g′(λn)(λ− λn) +
g′′(λn)

2
(λ− λn)2 + o((λ− λn)2).

Îòêóäà èìååì

1

g(λ)
=

1

g′(λn)(λ− λn)

[
1 +

g′′(λn)

2g′(λn)
(λ− λn) + o((λ− λn))

]−1
=

=
1

g′(λn)(λ− λn)

[
1− g′′(λn)

2g′(λn)
(λ− λn) + o((λ− λn))

]
=

=
1

g′(λn)(λ− λn)
− g′′(λn)

2g′2(λn)
+ o(1).

Ïîñêîëüêó èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

f(λ) = f(λn) + f ′(λn)(λ− λn) +
f ′′(λn)

2
(λ− λn)2 + o((λ− λn)2),

òî, ïåðåìíîæàÿ ìåæäó ñîáîé äâå ïîñëåäíèå ôîðìóëû, ïîëó÷èì, êàê ðàç, ôîðìóëó äëÿ
äðîáè èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Òåì ñàìûì, ëåììà äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó, â ñèëó òåîðåìû 1, ïîëþñà ÿäðà R0(ω, ω0, λ) ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè ôóíêöèé
u1(

π
2
, z), u′1(

π
2
, z), ãäå z = λ+ 1

4
, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (3.1) è (3.2), ðàññìîòðèì îòäåëüíî

ñëó÷àè n = 2k è n = 2k + 1, k = 0, 1, . . .
Èòàê, ïóñòü n = 2k + 1, òîãäà, ñîãëàñíî (2.21), (2.22) îáîçíà÷èâ

f(α, λ) = u2(
π

2
, λ+

1

4
)u1(α, λ+

1

4
), g(λ) = 4πu1(

π

2
, λ+

1

4
),
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â ñèëó ëåììû 4 èìååì

f(α, λ)

g(λ)
= −

u2(
π
2
, λn + 1

4
)u1(α, λn + 1

4
)

4πϕ1(
π
2
, λn + 1

4
)(λ− λn)

+

+
ϕ2(

π
2
, λn + 1

4
)u1(α, λn + 1

4
) + u2(

π
2
, λn + 1

4
)ϕ1(α, λn + 1

4
)

4πϕ1(
π
2
, λn + 1

4
)

−

−
ψ1(

π
2
, λn + 1

4
)u2(

π
2
, λn + 1

4
)u1(α, λn + 1

4
)

8πϕ2
1(
π
2
, λn + 1

4
)

+ o(1). (3.6)

Îòñþäà, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (2.1), (2.4), (2.5)

Pn(ω, ω0) =
1

4π

u2
(
π
2
, λn + 1

4

)
u1
(
α, λn + 1

4

)
√

sinαϕ1

(
π
2
, λn + 1

4

) =
2n+ 1

4π
Pn(cosα). (3.7)

Òàê êàê

Pn(ω, ω) =
2n+ 1

4π
, lim

α→+0

u1(α, λn + 1
4
)

√
α

= 1,

òî ïðè n = 2k + 1
u2(

π
2
, λn + 1

4
)

ϕ1(
π
2
, λn + 1

4
)

= 2n+ 1 (3.8)

Çàìå÷àíèå 1. Àíàëîãè÷íî èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé n = 2k.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 1 è ñîîòíîøåíèé (3.6)�(3.8), ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 1 çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü zn = λn + 1
4
. ßäðà

Pn(ω, ω0) =
(2n+ 1)Pn(cosα)

4π
è R0n(ω, ω0, λn)

ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Pn(ω, ω0) =
(2n+ 1)u1(α, zn)

4π
√

sinα
è

R0n(ω, ω0, λn) =
1

2π
√

sinα

[
u2(α, zn)− 2n+ 1

2
ϕ1(α, zn)− anu1(α, zn)

]
,

ãäå ïðè n = 2k + 1

an =
u′2(

π
2
, zn)

2u′1(
π
2
, zn))

+
(2n+ 1)ϕ2(

π
2
, zn))

2u2(
π
2
, zn))

−
(2n+ 1)2ψ1(

π
2
, zn))

4u2(
π
2
, zn))

,

à ïðè n = 2k

an =
u2(

π
2
, zn)

2u1(
π
2
, zn))

+
(2n+ 1)ϕ′2(

π
2
, zn))

2u′2(
π
2
, zn))

−
(2n+ 1)2ψ′1(

π
2
, zn))

4u′2(
π
2
, zn))

.

Ïðè âû÷èñëåíèè ôîðìóëû ñëåäîâ äëÿ âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè ïî
ìåòîäèêå ðàáîòû [5] êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòèêà âòîðîé ïîïðàâêè òåîðèè
âîçìóùåíèé

αn =
1

4π

π∫
0

g(α)(2n+ 1)Pn(cosα)R0n(ω, ω0, λn) sinαdα

(îïðåäåëåíèå ôóíêöèè g(α) ñì. [5, c. 435-436]), ïðè÷åì

g′(0) = g′(π) = 0. (3.9)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèé Pn(ω, ω0) è R0n(ω, ω0, λn) â òåîðå-
ìå 2, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé uk(α, z),
ϕk(α, z), ψk(α, z) è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííîé α, à òàêæå ÷èñåë an ïðè n→∞. Ñ ýòîé
öåëüþ äîêàæåì ðÿä óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå c0 > 0 è c1 > 0, íå çàâèñÿùèå îò z è α, òàêèå,
÷òî äëÿ âñåõ α ∈ [0, π

2
], z > 0, k = 1, 2

uk(α, z) = u0k(α, z) + ωk(α, z). (3.10)

Ïðè÷åì

|u0k(α, z)| 6 c0z
−1/4, (3.11)

|ωk(α, z)| 6 c1z
−3/4α. (3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó sup
t≥0
|
√
tY0(t)| < ∞ è sup

t≥0
|
√
tJ0(t)| < ∞ (ñì.[9, ñ.172]), íåðà-

âåíñòâà (3.11) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ýòèõ ñîîòíîøåíèé. Ðàâåíñòâî (3.10) ñëåäóåò èç (2.15),
ãäå

ωk(α, z) =

α∫
0

g(α, t, z)q(t)uk(t, z)dt. (3.13)

Òàê êàê, ñîãëàñíî (3.11) è (2.16), ïðè z > 0 áóäåò

|g(α, t, z)| < c20z
−1/2, (3.14)

òî â óðàâíåíèè (2.15) íîðìà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷èñëîì

2c20z
−1/2

π
2∫

0

q(t)dt.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ (2.15) âûòåêàåò îöåíêà

||uk(z)|| = max
06α6π

2

|uk(α, z)| 6 c20z
−1/4 + 2c20z

−1/2

π
2∫

0

q(t)dt||uk(z)||. (3.15)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî sup
z>0

z
1
4 ||uk(z)|| <∞. Òåïåðü îöåíêà (3.12) ñëåäóåò èç (3.13)�(3.15).

Äàëåå íà÷íåì èçó÷åíèå ôóíêöèé

ϕ0
k(α, z) =

∂

∂z
u0k(α, z), ψ0

k(α, z) =
∂

∂z
ϕ0
k(α, z), k = 1, 2,

è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííîé α. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííîé α:

u0 ′k (α, z) =
∂

∂α
u0k(α, z), u′k(α, z) =

∂

∂α
uk(α, z)

ϕ0 ′
k (α, z) =

∂

∂α
ϕ0
k(α, z), ϕ′k(α, z) =

∂

∂α
ϕk(α, z).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 6. Äëÿ âñåõ α ∈ [0, π
2
], z > 0

ϕ0
k(α, z) =

α

2z
u0 ′k (α, z)− 1

4z
u0k(α, z), k = 1, 2. (3.16)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

ϕ0
1(α, z) =

α3/2

2
√
z
J ′0(
√
zα), ϕ0

2(α, z) =
α3/2

2
√
z
Y ′0(
√
zα). (3.17)

Äàëåå, äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî α

u0 ′1 (α, z) =
1

2
√
α
J0(
√
zα) +

√
zαJ ′0(

√
zα), (3.18)

u0 ′2 (α, z) =
1

2
√
α
Y0(
√
zα) +

√
zαY ′0(

√
zα), (3.19)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

J ′0(
√
zα) =

1√
zα
u0 ′1 (α, z)− 1

2
√
zα3/2

u01(α, z),

Y ′0(
√
zα) =

1√
zα
u0 ′2 (α, z)− 1

2
√
zα3/2

u02(α, z).

Òåïåðü èç (3.17), (3.18) è (3.19) ìû ïîëó÷èì (3.16). Òåì ñàìûì, ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7. Äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ z > 0

max
06α6π

2

|ϕ0
k(α, z)| 6 c0|z|−3/4, k = 1, 2, (3.20)

ãäå c0 > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (3.11), âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.16) äîïóñêàåò îöåíêó âèäà
O(|z|−5/4), ðàâíîìåðíóþ îòíîñèòåëüíî α ∈ [0, π

2
], à ñîãëàñíî (3.18), (3.19),

α

2
u0 ′1 (α, z) =

1

2z
u01(α, z) +

α

z3/4

[√√
zαJ ′0(

√
zα)

]
,

α

2
u0 ′2 (α, z) =

1

2z
u02(α, z) +

α

z3/4

[√√
zαY ′0(

√
zα)

]
.

Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé J0(s) è Y0(s) èç ðàâåíñòâ (2.10)�(2.13) èìååì:

J ′0(s) =
∞∑
k=1

(−1)kk

(k!)2

(s
2

)2k−1
, (3.21)

Y ′0(s) =
2

πs
J0(s) +

2

π
J ′0(s) ln

s

2
− 2

π

∞∑
k=1

(−1)kk

(k!)2

(s
2

)2k−1
ψ(k + 1), (3.22)

à ïðè s >> 1

J ′0(s) = − 1

2s
J0(s)−

√
2

πs
sin
(
s− π

4

)[ n∑
k=0

(−1)k(0, 2k)(2s)−2k +O(s−2n−2)

]
−

−
√

2

πs
cos
(
s− π

4

)[
4

n∑
k=0

(−1)k(0, 2k)k(2s)−2k−3 +O(s−2n−3)

]
−

−
√

2

πs
cos
(
s− π

4

)[ n∑
k=0

(−1)k(0, 2k + 1)(2s)−2k−1 +O(s−2n−3)

]
+

√
2

πs
×

× sin
(
s− π

4

)[
2

n∑
k=0

(−1)k(0, 2k + 1)(2k + 1)(2s)−2k−2 +O(s−2n−4)

]
, (3.23)
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Y ′0(s) = − 1

2s
Y0(s)−

√
2

πs
sin
(
s− π

4

){[ n∑
k=0

(−1)k(0, 2k + 1)(2s)−2k−1 +O(s−2n−3)

]
−

−

[
4

n∑
k=0

(−1)k(0, 2k)k(2s)−2k−1 +O(s−2n−3)

]}
+

√
2

πs
cos
(
s− π

4

)
×

×

[
n∑
k=0

(−1)k(0, 2k)(2s)−2k +O(s−2n−2)

]
−
√

2

πs
cos
(
s− π

4

)
[

2
n∑
k=0

(−1)k(0, 2k + 1)(2k + 1)(2s)−2k−2 +O(s−2n−4)

]
. (3.24)

Ïóñòü N � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Òîãäà èç (3.21), (3.22) íàõîäèì, ÷òî
ïðè |s| 6 N ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|J ′0(s)| 6 c1s, |Y ′0(s)| 6 c2
s

+ c3s| ln s|, (3.25)

ãäå ck, k = 1, 2, 3 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòÿííûå.
Òîãäà ðàâåíñòâà (3.16) è îöåíêè (3.25) ïðèâîäÿò íàñ ê ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì: ïðè

α
√
z 6 N .

|ϕ0
1(α, z)| 6 c1

√
zα5/2

2
√
z

6
c1N

5/2

z5/4
,

|ϕ0
2(α, z)| 6 c2α

3/2

2
√
z
√
zα

+
c3| ln

√
zα|
√
zαα3/2

2
√
z

=

=
c2
√
α

2z
+
c3(
√
zα)5/2| ln

√
zα|

2z5/4
6

c3c4
2z5/4

+
c2
√
α

2z
,

ãäå c4 = max
06t6N

t5/2| ln t|.
Åñëè α

√
z > N , òî äëÿ îöåíêè J ′0(

√
zα) è Y ′0(

√
zα) ìû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà (3.23) è

(3.24), èç êîòîðûõ íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ïðè α
√
z > N âûïîëíåíî (3.20). Ëåììà 7

äîêàçàíà.

Ëåììà 8. Ïðè k = 1, 2 äëÿ âñåõ α > 0 è z > 0

ψ0
k(α, z) =

∂

∂z
ϕ0
k(α, z) = −1

z
ϕ0
k(α, z)− α2

4z
u0k(α, z) =

=

(
1

4z2
− α2

4z

)
u0k(α, z)− α

4z2
u0 ′k (α, z). (3.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (3.17) èìååì:

ψ0
1(α, z) = − α3/2

4z3/2
J ′0(
√
zα) +

α5/2

4z
J ′′0 (
√
zα),

ïîñêîëüêó J0(s) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

J ′′0 (s) +
1

s
J ′0(s) + J0(s) = 0, (3.27)
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ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ (3.16), ïîëó÷èì

ψ0
1(α, z) = − α3/2

4z3/2
J ′0(
√
zα)− α5/2

4z

[
1√
zα
J ′0(
√
zα) + J0(

√
zα)

]
=

= − α3/2

2z3/2
J ′0(
√
zα)− α5/2

4z
J0(
√
zα) = − 1

4z
ϕ0
1(α, z)− α2

4z
u01(α, z) =

= − α

2z2
u0 ′1 (α, z) +

(
1

4z2
− α2

4z

)
u01(α, z).

Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè âåðíû òàêæå äëÿ ψ0
2(α, z). Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 8 äîêàçàíà.

Ëåììà 9. Ïðè k = 1, 2 äëÿ âñåõ α > 0 è z > 0

ϕ0 ′
k (α, z) =

∂

∂α
ϕ0
k(α, z) = − 1

4z
u0 ′k (α, z)−

(
1

8αz
+
α

2

)
u0k(α, z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â (3.17) ïðèìåíèì äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé α. Â ðåçóëüòàòå,
èñïîëüçóÿ (3.16) è (3.27), ïîëó÷èì:

∂

∂z
ϕ0
1(α, z) =

3α1/2

4
√
z
J ′0(
√
zα) +

α3/2

2
J ′′0 (
√
zα) =

=
3α1/2

4
√
z
J ′0(
√
zα)− α3/2

2

[
1√
zα
J ′0(
√
zα) + J0(

√
zα)

]
=

=
1

2α
ϕ0
1(α, z)− α

2
u01(α, z) =

=
u0 ′1 (α, z)

4z
−
(

1

8αz
+
α

2

)
u01(α, z).

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âåðíû òàêæå äëÿ ∂
∂α
ϕ0
2(α, z). Ëåììà 9 äîêàçàíà.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ (3.26), ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî

Ëåììà 10. Ïðè k = 1, 2 äëÿ âñåõ α > 0 è z > 0

ψ0 ′
k (α, z) =

∂

∂α
ψ0
k(α, z) =

(
1

16αz2
− α

4z

)
u0k(α, z)− α2

4z
u0 ′k (α, z).

Òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèé ϕk(α, z) è ψk(α, z) è èõ ïðîèçâîäíûõ ëåãêî
èçó÷èòü, èñïîëüçóÿ ýòè ëåììû è óðàâíåíèÿ (3.3), (3.5), ñîîòâåòñòâåííî.

4. Îöåíêè, íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè ïðèâåäåííîé

ðåçîëüâåíòû

Íà îñíîâàíèè ôîðìóë (2.12), (2.13) è îïðåäåëåíèé ôóíêöèé u0k(α, z), k = 1, 2 (ñì. (2.9)
ïðè α

√
z > N >> 1 èìååì

u01(α, z) =

√
2

π
z−1/4

{
γ1(
√
zα) cos(

√
zα− π

4
) + γ2(

√
zα) sin(

√
zα− π

4
)
}

(4.1)

u02(α, z) =

√
π

2
z−1/4

{
γ1(
√
zα) sin(

√
zα− π

4
)− γ2(

√
zα) cos(

√
zα− π

4
)
}

(4.2)

(
u01
)2

(α, z) =
1

π
√
z
{[γ21(

√
zα) + γ22(

√
zα)] + [γ21 − γ22 ] sin 2(

√
zα)−

− 2γ1(
√
zα)γ2(

√
zα) cos 2(

√
zα)} (4.3)
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(
u02
)2

(α, z) =
π

4
√
z
{[γ21(

√
zα) + γ22(

√
zα)]− [γ21 − γ22 ] sin 2(

√
zα)+

+ 2γ1(
√
zα)γ2(

√
zα) cos 2(

√
zα} (4.4)

u01(α, z)
0
u2 (α, z) = − 1

2
√
z
{[γ21(

√
zα)− γ22(

√
zα)] cos 2(

√
zα)+

+ 2γ1(
√
zα)γ2(

√
zα) sin 2(

√
zα)} (4.5)

Çäåñü

γ21 + γ22 = 1− 1

8t2
+O(t−4), γ21 − γ22 = 1− 5

32t2
+O(t−4), γ1γ2 =

1

8t
+O(t−3).

Òàê êàê íàì íóæíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé uk(α, z) è èõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå α = π
2
, ñîãëàñíî

ôîðìóëàì (2.15), (2.16), òî íàì ïîòðåáóþòñÿ îöåíêè ôóíêöèé

f1(α, z) =

α∫
0

u02(t, z)q(t)u1(t, z)dt, f2(α, z) =

α∫
0

u01(t, z)q(t)u1(t, z)dt, (4.6)

f3(α, z) =

α∫
0

u02(t, z)q(t)u2(t, z)dt, f4(α, z) =

α∫
0

u02(t, z)q(t)u2(t, z)dt. (4.7)

Èñïîëüçóÿ (4.6), (4.7) ôóíêöèè fk(α, z), ñîãëàñíî (3.10), ïðåäñòàâèì â âèäå:

f1(α, z) =

α∫
0

u02(t, z)q(t)u
0
1(t, z)dt+ F1(α, z), (4.8)

F1(α, z) =

α∫
0

u02(t, z)q(t)w1(t, z)dt (4.9)

f2(α, z) =

α∫
0

(
u01
)2

(t, z)q(t)dt+ F2(α, z), (4.10)

F2(α, z) =

α∫
0

u01(t, z)q(t)w1(t, z)dt (4.11)

f3(α, z) =

α∫
0

u02(t, z)q(t)u
0
1(t, z)dt+ F3(α, z), (4.12)

F3(α, z) =

α∫
0

u21(t, z)q(t)w2(t, z)dt (4.13)

f4(α, z) =

α∫
0

(
u02
)2

(t, z)q(t)dt+ F4(α, z), (4.14)

F4(α, z) =

α∫
0

u02(t, z)q(t)w2(t, z)dt. (4.15)
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Ëåììà 11. Äëÿ âñåõ α ∈ [0; π/2] è z > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Fk(α, z)| 6 c

z
α2, c > 0, k = 1, 2, 3, 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Fk è îöåíîê (3.11), (3.12) èìå-
åì

|Fk(α, z)| 6 c

z

α∫
0

tdt,

îòêóäà âûòåêàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåììà 12. Ïóñòü zn >> 1, òîãäà

π
2∫

0

u0i (t, zn)q(t)uj(t, zn)dt = O(z−1n ), i 6= j, i, j = 1, 2,

π
2∫

0

u01(t, zn)q(t)u1(t, zn)dt =
1

2π2
√
zn

+O

(
1

zn

)
,

π
2∫

0

u02(t, zn)q(t)u2(t, zn)dt =
1

8
√
zn

+O

(
1

zn

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, òîãäà ïðè
t
√
zn 6 N , ïîñêîëüêó J0(s) ≈ 1, s→ 0, â ñèëó ðàçëîæåíèé (2.10), (2.11) èìååì, ÷òî

u01(t, zn)| 6 c1
√
t, |u02(t, zn)| 6 c2

t
1
2
−δ

z
δ
2
n

|u01(t, zn)u02(t, zn)| 6 c3
t1−δ

z
δ
2
n

, (4.16)

ãäå 0 < ci, i = 1, 2, 3 � ïîñòîÿííûå, δ � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ñëåäîâà-
òåëüíî,∣∣∣∣∣∣∣∣

N√
zn∫

0

(
u02
)2

(t, zn)q(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ <
c

zδ

N√
z∫

0

t1−2δdt =
c

(2− 2δ)zδ

(
N√
zn

)2−2δ

= O

(
1

zn

)
. (4.17)

Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî

N√
zn∫

0

(
u01
)2

(t, zn)q(t)dt = O

(
1

zn

)
,

N√
zn∫

0

u01(t, zn)u02(t, zn)q(t)dt = O

(
1

zn

)
. (4.18)

Òåïåðü ïðè t
√
zn > N >> 1 äëÿ àíàëèçà èíòåãðàëîâ

π
2∫

N√
zn

u0i (t, zn)u0j(t, zn)q(t)dt
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âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè (4.1)�(4.5). Èòàê,

π
2∫

N√
zn

u01(t, zn)u02(t, zn)q(t)dt = − 1

2
√
zn

π
2∫

N√
zn

cos 2
√
znt

[
1 +O

(
1

znt2

)]
q(t)dt =

= −q(t)
4zn

sin 2
√
zn

[
1 +O

(
1

znt2

)] ∣∣∣∣∣
π
2

N√
zn

+
1

4zn

π
2∫

N√
zn

sin 2
√
zntO

(
1

znt3

)
q(t)dt+

+O

(
1

zn

)
= O

(
1

zn

)
, (4.19)

ïîñêîëüêó N ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî sin 2N = 0 è

π
2∫

N√
zn

sin 2
√
znt

znt3
dt =

π
2

√
zn∫

N

sin 2τ

τ 3
dτ

� îãðàíè÷åííàÿ âåëè÷èíà. Àíàëîãè÷íî èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíê-
öèé (u01)

2
(t, zn) è (u02)

2
(t, zn) èç (4.1)�(4.5) ïîëó÷èì, ÷òî:

π
2∫

N√
zn

(
u01
)2

(t, zn)q(t)dt =
1

π
√
zn

π
2∫

N√
zn

q(t)dt+O

(
1

zn

)
(4.20)

π
2∫

N√
zn

(
u02
)2

(t, zn)q(t)dt =
π

4
√
zn

π
2∫

N√
zn

q(t)dt+O

(
1

zn

)
. (4.21)

Îòìåòèì, ÷òî
π
2∫

0

q(t)dt =
1

2π
. (4.22)

Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèé (4.6), (4.7), (4.8)�(4.15),
ëåììû 11 è ñîîòíîøåíèé (4.17)�(4.22).

5. Àñèìïòîòèêà âòîðîé ïîïðàâêè òåîðèè âîçìóùåíèé è ôîðìóëà ñëåäà

Òåïåðü íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 è ëåìì 5�12 èçó÷èì àñèìïòîòèêó âòîðîé ïîïðàâêè òåî-
ðèè âîçìóùåíèé αn, êîòîðàÿ, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â âû-
÷èñëåíèè ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà îïåðàòîðà H. À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü g ∈ W 1
2 [0; π] è zn >> 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

αn = O
(
z
− 3

4
n

)
= O

(
n−

3
2

)
,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn àáñîëþòíî ñóììèðóåìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 è (3.9) èìååì

αn =
1

4π

π∫
0

(2n+ 1)g(α)Pn(cosα)R0n(ω, ω0, λn) sinαdα =

=
1

16π2

π∫
0

g(α)
√
znu1(α, zn)[u2(α, zn)−

√
znϕ1(α, zn)− anu1(α, zn)]dα. (5.1)

Òàê êàê ïðè α ∈
(
π
2
; π
)

uk(α, z) = ak1(z)u1(π − α, z) + ak2(z)u2(π − α, z), k = 1, 2, (5.2)

òî ïðè α ∈
(
π
2
; π
)
èìååì

ϕ1(α, z) = a11(z)ϕ1(π − α, z) + a12(z)ϕ2(π − α, z) + a′11(z)u1(π − α, z)+

+ a′12(z)u2(π − α, z). (5.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ αn ïðè n >> 1, ñîãëàñíî
(5.1) è (5.2), íåîáõîäèìî èçó÷èòü àñèìïòîòèêó ÷èñåë aki(zn), a′11(zn), a′12(zn) è an.
Ïóñòü n = 2k + 1, òî åñòü u1(

π
2
, zn) = 0 (ñëó÷àé n = 2k, k = 1, 2, . . . èññëåäóåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî). Ïîñêîëüêó W (u1, u2) = 1, çàìåòèì, ÷òî

a11(z) = 2u1(
π

2
, z)u′2(

π

2
, z)− 1.

Ïîýòîìó èç ôîðìóë (2.17), (5.3) ïðè n = 2k + 1 èìååì

a11(zn) = −1, a22(zn) = 1, a12(z) = −2u1(
π

2
, zn)u′1(

π

2
, zn) = 0. (5.4)

a21(zn) = 2u2(
π

2
, zn)u′2(

π

2
, zn), a′12(zn) = −2ϕ1(

π

2
, zn)u′1(

π

2
, zn), (5.5)

a′11(zn) = 2ϕ1(
π

2
, zn)u′2(

π

2
, zn), (5.6)

ϕ1(α, zn) = −ϕ1(π − α, zn) + a′11(zn)u1(π − α, zn) + a′12(zn)u2(π − α, zn). (5.7)

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.8), (4.1)�(4.5), è íà îñíîâå ëåìì 6 è 8 äëÿ n >> 1,
n = 2k + 1, ïîëó÷àåì

a21(zn) = O

(
1

z
3
2
n

)
, a′11(zn) = O

(
1

z
3
2
n

)
, a′12(zn) = − 1

√
zn

{
1 +O

(
1
√
zn

)}
. (5.8)

an =

[
u′2(

π
2
, zn)

u′1(
π
2
, zn)

+
znϕ2(

π
2
, zn)

u2(
π
2
, z)

−
z2nψ1(

π
2
, z)

u2(
π
2
, z)

]
=

= [O(z−1n )− 1

4
√
zn

+O(z−1n ) +
1

2
√
zn

+O(z−1n )] =
1

4
√
zn

{
1 +O

(
1
√
zn

)}
. (5.9)

Äàëåå, ðàçîáüåì èíòåãðàë â ôîðìóëå (5.1) ïî ïðîìåæóòêàì [0; π
2
] è [π

2
; π]. Â èíòåãðàëå ïî

âòîðîìó ïðîìåæóòêó, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.2) è (5.3), ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé
π − α = t è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (5.4)�(5.9) äëÿ ÷èñåë αn ïðè n >> 1, èç (5.1) ïîëó÷èì
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ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

αn =
1

16π2

{ π
2∫

0

[g(t)− g(π − t)]
√
znu1(t, zn)u2(t, zn)dt−

−

π
2∫

0

[g(t) + g(π − t)]znϕ1(t, zn)u1(t, zn)dt−

−

π
2∫

0

[g(t) + g(π − t)] 1

4
√
zn

{
1 +O

(
1
√
zn

)}
u21(t, zn)dt−

−

π
2∫

0

g(π − t)
√
znu1(t, zn)u2(t, zn)dt+O

(
z
− 3

4
n

)}
=

= I1(n) + I2(n) + I3(n) + I4(n) +O
(
z
− 3

4
n

)
. (5.10)

Èçó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå Ij(n), j = 1, 2, 3, 4, ïðè n → ∞. Äëÿ ñëàãàåìîãî
I1(n), âíà÷àëå ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì, à çàòåì èñïîëüçóÿ îöåíêè (3.11), (3.12) è (4.18)
è àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (4.5), çàêëþ÷àåì, ÷òî

I1(n) = −
√
zn

16π2

π
2∫

0

[g′(t) + g′(π − t)]
t∫

0

u1(τ, zn)u2(τ, zn)dτdt =

= −
√
zn

16π2


N√
zn∫

0

t∫
0

+

N√
zn∫

0

π
2∫

N√
zn

+

π
2∫

N√
zn

t∫
N√
zn

 [g′(t) + g′(π − t)]u1(τ, zn)u2(τ, zn)dτdt =

= O
(
z
− 3

4
n

)
, (5.11)

ãäå N � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ I2(n), âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèÿìè (2.15), (3.3) è (3.16) è îöåí-

êàìè (3.11), (3.12) è ëåììîé 12, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè (4.1)�(4.5),
óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

I2(n) = − 1

16π2

π
2∫

0

[g(t) + g(π − t)] t
2
u0 ′1 (t, zn)u1(t, zn)dt+

+
1

64π2

π
2∫

0

[g(t) + g(π − t)]
(
u01
)2

(t, zn)dt+O
(
z
− 3

4
n

)
= I

(1)
2 (n) + I

(2)
2 (n) +O

(
z
− 3

4
n

)
. (5.12)

Èíòåãðàë I
(1)
2 (n) ðàçîáüåì íà äâà èíòåãðàëà � ïî ïðîìåæóòêàì [0; N√

zn
] è [ N√

zn
; π
2
]. Çàòåì,

âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêàìè (3.25), (4.16) ïîëó÷èì, ÷òî

− 1

16π2

N√
zn∫

0

[g(t) + g(π − t)] t
2
u0 ′1 (t, zn)u1(t, zn)dt = O

(
z
− 3

4
n

)
.



ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÐÅÇÎËÜÂÅÍÒÛ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ËÀÏËÀÑÀ. . . 39

Äëÿ âòîðîãî ïðîìåæóòêà, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè u01(t, zn)
èç (4.1)�(4.5) è, îäèí ðàç èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
ïðè óñëîâèè g ∈ W 1

2 (0;π), çàêëþ÷àåì, ÷òî

− 1

16π2

π
2∫

N√
zn

[g(t) + g(π − t)] t
2
u0 ′1 (t, zn)u1(t, zn)dt =

1

64π2
g
(π

2

)
+O

(
z
− 3

4
n

)
. (5.13)

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî

I3(n) + I
(2)
2 (n) = O(z−1n ). (5.14)

Íàêîíåö, èçó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñëàãàåìîãî I4(n) â ôîðìóëå (5.10). Ñ ýòîé
öåëüþ, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

I4(n) = −
√
zn

16π2
g
(π

2

) π
2∫

0

u1(t, zn)u2(t, zn)dt−

−
√
zn

16π2

π
2∫

0

g′(π − t)
t∫

0

u1(τ, zn)u2(τ, zn)dτdt+O(z−1n ). (5.15)

Äàëåå, ïîñêîëüêó
π
2∫

0

(
u01
)2

(t, zn)

t∫
0

(
u02
)2

(τ, zn)q(τ)dτdt−

π
2∫

0

(
u02
)2

(t, zn)

t∫
0

(
u01
)2

(τ, zn)q(τ)dτdt = O
(
z
− 3

2
n

)
,

íà îcíîâå ëåìì 5 è 12 ïîëó÷èì, ÷òî
π
2∫

0

u1(t, zn)u2(t, zn)dt =

π
2∫

0

u01(t, zn)u02(t, zn)dt+O
(
z
− 3

2
n

)
. (5.16)

Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ([10, ñ. 125]) è añèìïòîòè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè
(4.1)�(4.5), à òàêæå äëÿ ôóíêöèé J1(s), Y1(s) (ñì. [11, ñ. 223]), çàêëþ÷àåì, ÷òî

π
2∫

0

u01(t, zn)u02(t, zn)dt =
π

2

π
2∫

0

tJ0(
√
znt)Y0(

√
znt)dt =

=
π

4
u01(
√
zn
π

2
)u02(
√
zn
π

2
) +

π3

16
J1(
√
zn
π

2
)Y1(
√
zn
π

2
) =

1

4zn
+O

(
z
− 3

2
n

)
. (5.17)

Èòàê, ñîãëàñíî îöåíêàì (5.11) è (5.16), èç ðàâåíñòâ (5.15) è (5.17) ñëåäóåò, ÷òî

I4(n) = − 1

64
√
zn
g
(π

2

)
+O

(
z
− 3

4
n

)
. (5.18)

Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 âûòåêàåò èç ôîðìóëû (5.10) íà îñíîâå ðàâåíñòâ
(5.11), (5.12), (5.13), (5.14) è (5.18).

Òàê êàê äîêàçàííàÿ òåîðåìà 3 ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäèêó ðàáîòû [5] ïî âû-
÷èñëåíèþ ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà è ïîñêîëüêó èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g(α)
(ñì. [5, ñ.435-436]) âûòåêàåò, ÷òî ãëàäêîñòè ôóíêöèé g(α) è v(w) ñîâïàäàþò, ìû ïðèõîäèì
ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ðàáîòû.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü v(w) ∈ W 1
2 (S2). Òîãäà

∞∑
n=0

n∑
k=−n

[µ(k)
n − n(n+ 1)− c0] =

1

16π3

∫
S2

∫
S2

v(w)v(w0)√
1− (w,w0)2

dµ(w)dµ(w0)−

− 1

8π

∫
S2

v2(w)dµ(w),

ãäå µ
(k)
n � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà H,

c0 =
1

4π

∫
S2

v(w)dµ(w),

ðÿä â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
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